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УДК 372.851 

ГЕОМЕТРИЧНІ НЕРІВНОСТІ НА ОЛІМПІАДАХ ШКОЛЯРІВ З 

МАТЕМАТИКИ  

Сапрікін С. М., Цикалюк В. І. 

Університет Ушинського 

Анотація. Сапрікін С.М., Цикалюк В.І. Методи доведення геометричних 

нерівностей на олімпіадах школярів з математики. Розглянуто деякі методи та 

прийоми розв’язування задач на доведення геометричних нерівностей, що 

зустрічаються на  Всеукраїнських  учнівських олімпіадах з математики. 

Ключові слова: геометричні нерівності, учнівські олімпіади з математики. 

Summary. Saprikin S.M., Tsykaliuk V.I. Methods of proving geometric 

inequalities in mathematical Olympiads for pre-college students. Some methods and 

techniques for solving problems on proving geometric inequalities in Ukrainian 

Olympiads in mathematics for pre-college students are considered. 

Key words: geometric inequalities, mathematical Olympiads. 

В галузі математики, де геометрія і алгебра спільно ткались в єдину тканину, 

існує захоплива область вивчення, в якій абстрактні числа і геометричні об'єкти 

взаємодіють, розкриваючи перед нами фундаментальні закони та властивості. Ця 

область включає в себе тему "Геометричні нерівності ". Ця тема відкриває широкі 

можливості для застосування та розвитку аналітичних та геометричних навичок 

школярів на олімпіадах. 

Олімпіади з математики завжди відзначались нестандартністю та складністю 

завдань, які вони пропонують учасникам. Одним з цікавих типів завдань, що 

пропонуються на математичних змаганнях, є завдання, пов'язані із доведенням 

геометричних нерівностей. Запропоновані завдання такого типу не лише 

спонукають учасників до заглиблення в математичній теорії, а й вимагають від 

них застосувати творчий та нетрадиційний підхід до розв’язування, відкривають 

перед молоддю нові горизонти математичної майстерності. У цьому контексті, 

аналізуючи завдання українських учнівських олімпіад з математики, ми виділили 

спеціальні методи та прийоми, які є характерними розв'язуванні завдань, 

пов'язаних з геометричними нерівностями. 

Олімпіадні задачі, що стосуються геометричних нерівностей, можна 

поділити на дві групи: задачі, умова яких безпосередньо пов’язана з 

геометричними об’єктами, і задачі, в умові яких формально ніяких геометричних 

об’єктів немає, але геометрична інтерпретація умови суттєво спрощує 

розв’язання. Проілюструємо сказане прикладами. 

1. Геометрична інтерпретація умови. 

Найчастіше в таких завданнях потрібна нерівність (яка формально суто 

алгебраїчна) зводиться до нерівності трикутника. 

Приклад. Для довільних чисел x, y доведіть нерівність  

√(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 2)2 + √(𝑥 − 5)2 + (𝑦 + 4)2

≤ √(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 6)2 + √(𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 6)2 + 20 

( [1], 9 клас, задача 2) 
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Для розв’язання цієї задачі на вирази, наведені в умові, потрібно подивитись 

як на відстані між точками площини з певними координатами. А саме, розглянемо 

точки А(-4,-2), В(2,6), С(5,6) D(5,-4) та М(x;y)  на координатній площині. 

Тоді наведену в умові нерівність можна записати таким чином таким чином:   

𝑀𝐴 + 𝑀𝐷 − 𝑀𝐵 − 𝑀𝐶 ≤ 20. 

Знайдемо найбільше можливе значення виразу  

𝑆(𝑀) = 𝑀𝐴 + 𝑀𝐷 − 𝑀𝐵 − 𝑀𝐶. 
Згідно з нерівністю нерівності трикутника, 𝑀𝐴 − 𝑀𝐵 ≤ 𝐴𝐵 і 𝑀𝐷 − 𝑀𝐶 ≤

𝐶𝐷. 
Отже, справджується нерівність:  

𝑆(𝑀) = (𝑀𝐴 − 𝑀𝐵) + (𝑀𝐷 − 𝑀𝐶) ≤ 𝐴𝐵 + 𝐶𝐷. 
Знайдемо довжину відрізків AB та CD: 

𝐴𝐵 = √(2 + 4)2 + (6 + 2)2 = 10, 

  𝐶𝐷 = √(5 − 5)2 + (−4 − 6)2 = 10. 
Отже, 𝑆(𝑀) ≤ 20. 
Виконаємо ще одну додаткову побудову – точку X, яка є точкою перетину 

прямих AB і CD.  Очевидно, що для цієї точки 

𝑆(𝑋) = (𝑋𝐴 − 𝑋𝐵) + (𝑋𝐷 − 𝑋𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 20. 

2. В умові задана нерівність для геометричних об’єктів. 

Приклад. Довести нерівність 𝑆 ≤
𝑝2

3√3
, де S – площа трикутника, p – його 

півпериметр. ( [2], задача 18.13)  

Одним з можливих шляхів доведення таких нерівностей полягає в зведенні 

всіх величин до однакових елементів з подальшим застосуванням однієї з 

класичних нерівностей, в нашому прикладі – нерівності Коші для середніх. 

За формулою Герона 𝑆 = √𝑝(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐). Після цього виразимо 

значення 
𝑆2

𝑝
 у вигляді  

𝑆2

𝑝
= (𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐). Далі використаємо нерівність 

Коші для середнього арифметичного та середнього 

геометричного:  
(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐)

≤ (
(𝑝 − 𝑎) + (𝑝 − 𝑏) + (𝑝 − 𝑐)

3
)

3

. 

Оскільки (
(𝑝−𝑎)+(𝑝−𝑏)+(𝑝−𝑐)

3
)

3

= (
3𝑝−2𝑝

3
)

3
=

𝑝3

27
, то 

𝑆2

𝑝
≤

𝑝3

27
. Звідси випливає потрібна нерівність. 
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