
Д. С. Калюжний-Вербовецький1, В. М. Пивоварчик2

Елементи теорiї ймовiрностi
(Пiвденноукраїнський нацiональний педагогiчний унiверситет iменi К. Д. Ушинського,

Одеса, Україна)

E-mail address : 1 dmitry2k@yahoo.com, 2 vpivovarchik@gmail.com

1



Змiст
1. Комбiнаторика . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1. Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Правила додавання та множення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3. Знаходження числа елементiв об’єднання скiнченних множин . . . . . . . 4
1.5. Розмiщення, перестановки, сполучення . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2. Виникнення, предмет i задачi терiї ймовiрностi . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3. Алгебра випадкових подiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
4. Класичне i геометричне означення ймовiрностi . . . . . . . . . . . . . . . 13
5. Основнi формули для обчислення ймовiрностей . . . . . . . . . . . . . . . 15
Рекомендована лiтература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2



1 Комбiнаторика

1.1 Вступ

У самих рiзних галузях людської дiяльностi доводиться мати справу з задачами, у
яких потрiбно пiдраховувати кiлькiсть якихось об’єктiв – елементiв деяких скiнченних
множин або число всiляких способiв, якими можливо здiйснити вибiр того чи iншого
результату. Наприклад, скiлькома способами можливо у грi в спортлото обрати 5
номерiв з 36? Скiльки дiгоналей має опуклий n-кутник? Скiльки iснує варiантiв розподi-
лу завмовлення на виробництво трьох видiв виробiв по трьом рiзним заводам? Задачi
такого типу називають комбiнаторними, а роздiл математики, що вивчає методи їх
розв’язання – комбiнаторикою. У теорiї ймовiрностi – науцi о випадкових явищах –
часто доводиться користуватись комбiнаторикою.

1.2 Правила додавання та множення

Розглянемо наступну просту задачу. В аудiторiї перебувають 20 студентiв з однiєї
академгрупи, 25 студентiв – з другої академгрупи i 30 студентiв – з третьої. Скiлькома
способами викладач може викликати вiдповiдати одного студента (з якої-небудь групи)?
Вiдповiдь очевидна: 20 + 25 + 30 = 75 способами. Наведений приклад узагальнюється
наступним правилом.

Правило додавання. Нехай є ` непересiчних груп яких-небудь об’єктiв, i нехай
об’єкт першої групи можна обрати m1 способами, об’єкт другої групи – m2 способами,
i так далi, нарештi, об’єкт `-ої групи можна обрати m` способами. Тодi вибiр одного
об’єкта з якої-небудь групи можна здiйснити

m =m1 +m2 +⋯ +m` (1.1)

способами.

Поставимо тепер наступне питання. В умовах попередньої задачi, скiлькома способа-
ми викладач може викликати для вiдповiдi по одному студенту з кожної групи? Розв’я-
жемо цю задачу за наступною схемою. Викладач може викликати одного студента
з першої групи 20-ма способами. При кожному виборi вiн може викликати одного
студента з другої групи 25-ма способами. Отже, кiлькiсть способiв, якими можна
обрати по одному студенту з цих двох груп, буде рiвною 20 ⋅ 25 = 500. При цьому,
кожному з цих способiв вiдповiдають 30 варiантiв вибора одного студента з третьої
групи. Таким чином, обрати по одному студенту з кожної з цих трьох академгруп
можна 20 ⋅ 25 ⋅ 30 = 15000 способами. Описану схему можна узагальнити наступним
правилом.

Правило множення. Нехай є ` непересiчних груп яких-небудь об’єктiв, i нехай
об’єкт першої групи можна обрати m1 способами, при кожному такому виборi об’єкт
другої групи можна обрати m2 способами, i так далi, нарештi, при кожному виборi
усiх попереднiх об’єктiв об’єкт `-ої групи можна обрати m` способами. Тодi обрати по
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одному об’єкту з кожної групи можна

m =m1m2⋯m` (1.2)

способами.

Задачi. 1. Скiльки iснує п’ятизначних чисел, якi дiляться на 5?
2. На вершину гори ведуть 7 дорiг. Скiлькома способами турист може пiднятися на

гору i спуститися з неї? Дайте вiдповiдь на таке ж саме запитання, якщо пiдйом i спуск
здiйснюються рiзними шляхами?

3. У конкурсi беруть участь 7 спiвакiв, 10 спiвачок i 5 колективiв виконавцiв.
Скiлькома способами можна визначити гран-прi конкурса? Скiлькома способами можна
визначити по одному переможцю у кожнiй номiнацiї?

1.3 Знаходження числа елементiв об’єднання скiнченних множин

Нагадаємо, що A ∪ B позначає об’єднання множин A i B, а A ∩ B позначає перетин
множин A i B (дивись рис. 1). У випадку кiлькох множин A1, A2, . . . , An для їх
об’єднання використовується позначення

n

⋃
k=1

Ak, а для їх перетину – позначення
n

⋂
k=1

Ak.

Символом N(A) будемо позначати кiлькiсть елементiв скiнченної множини A.

A B

A ∪B

A B

A ∩B

Рис. 1

Для кiлькостi елементiв об’єднання скiнченних множин A i B є вiрною наступна
формула:

N(A ∪B) = N(A) +N(B) −N(A ∩B). (1.3)

Дiйсно, N(A)+N(B) є числом, яке отримається, якщо пререлiчити всi елементи множини
A, а потiм – всi елементи множини B. Але у цьому випадку спiльнi елементи (їх
кiлькiсть дорiвнює N(A ∩B)) будуть включатися двiчи, тому для того, щоб отримати
N(A ∪B), треба з N(A) +N(B) виключити N(A ∩B), що i дає шукану формулу.
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Є вiрною i бiльш загальна формула – для кiлькостi елементiв n множин:

N(
n

⋃
k=1

Ak) =
n

∑
k=1

N(Ak) − ∑
1≤k<j≤n

N(Ak ∩Aj)

+ ∑
1≤k<j<i≤n

N(Ak ∩Aj ∩Ai) −⋯ + (−1)n−1N(
n

⋂
k=1

Ak). (1.4)

Тут символ “∑” позначає суму чисел, наприклад,
n

∑
k=1

N(Ak) = N(A1) +N(A2) +⋯ +N(An),

а також,

∑
1≤k<j≤n

N(Ak ∩Aj) = N(A1 ∩A2) +N(A1 ∩A3) +⋯ +N(A1 ∩An)

+N(A2 ∩A3) +N(A2 ∩A4) +⋯ +N(A2 ∩An) +⋯ +N(An−1 ∩An).
Формулу (1.3) ми отримали, спочатку включаючи у A ∪ B деякi елементи, а потiм
виключаючи тi з них, якi враховувалися двiчи. Подiбним чином доводиться й формула
(1.4). Тому (1.4) (а в окремому випадку, (1.3)) називається формулою включень i
виключень.

Задача 4. З 100 студентiв англiйською мовою володiють 28 студентiв, нiмецькою
– 30, французькою – 42, англiйською i нiмецькою – 8, англiйською i французькою –
10, нiмецькою i французькою – 5, всiма трьома мовами володiють 3 студенти. Скiльки
студентiв не володiють жодною з трьох мов?

1.4 Розмiщення, перестановки, сполучення

Назвемо скiнченну множину A впорядкованою, якщо кожному його елементу поставлено
у вiдповiднiсть деяке число (номер елемента) вiд 1 до n, де n – кiлькiсть елементiв
множиниA, причому рiзнi елементи множиниA мають рiзнi номери. Будь-яку скiнченну
множину можна перетворити у впорядковану, занумеровуючи всi його елементи. Впоряд-
кованi пiдмножини n-елементної множини, якi мiстять k елементiв, називаються розмi-
щеннями iз n по k. Наприклад, всiлякi способи розподiлу трьох призових мiсць у
шахматному турнiрi, в якому беруть участь 10 гравцiв, є розмiщеннями iз 10 по 3.
Кiлькiсть всiляких розмiщень iз n по k позначається Ak

n.
Пiдрахуємо у наведеному прикладi кiлькiсть всiляких розподiлiв призових мiсць у

турнiрi. Перше мiсце може зайняти будь-який iз 10-ти шахматистiв. Для кожного з
цих 10-ти випадкiв друге мiсце може бути зайняте будь-яким iз 9-ти залишившихся
гравцiв. Для кожного способу розподiлу двох перших мiсць у турнiрi третє мiсце може
бути зайняте будь-яким iз залишившихся 8-и гравцiв. Згiдно з правилом множення
(дивись п. 1.2, формулу (1.2)), шукана кiлькiсть дорiвнює A3

10 = 10 ⋅ 9 ⋅ 8 = 720 способiв.
Аналогiчним мiркуванням доводиться i загальна формула:

Ak
n = n(n − 1)(n − 2)⋯(n − k + 1). (1.5)
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Нагадаємо, що для будь-якого натурального числа n добуток всiх натуральних чисел вiд
1 до n включно позначається n! (читається “ен-факторiал”), причому ми домовляємось,
що 1! = 1, а 0! = 1 за означенням. Якщо вираз у правiй частинi формули (1.5) помножити
та подiлити на (n − k)! = (n − k)(n − k − 1)⋯2 ⋅ 1, то отримаємо

Ak
n =

n!

(n − k)! . (1.5′)

У випадку, коли k = n, усi пiдмножини n-елементної множини A спiвпадають з самою
множиною A, але вiдрiзняються (тiльки) порядком елементiв. Розмiщення iз n по n
називають перестановками n-елементної множини, а кiлькiсть таких перестановок
позначається Pn. Звiсно, Pn = An

n. Пiдставляючи k = n у (1.5), отримаємо

Pn = n(n − 1)(n − 2)⋯2 ⋅ 1, (1.6)

а пiдставляючи k = n у (1.5′) i враховуючи, що 0! = 1, отримаємо

Pn = n!, (1.6′)

що спiвпадає з (1.6) згiдно з означенням n!.

Приклад 1. Якою кiлькiстю способiв можна розсадити 8 студентiв в ряд з 8 мiсць?

Вiдповiдь. P8 = 8! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 5 ⋅ 6 ⋅ 7 ⋅ 8 = 40320.

Пiдмножини n-елементної множини, якi мiстять k елементiв, байдуже у якому поряд-
ку, називають сполученнями iз n по k. Наприклад, для множини A = {a, b, c} всiлякi
сполучення iз 3-х по два – це пiдмножини {a, b}, {a, c}, {b, c}. Зауважимо, що {a, b} =
{b, a}, бо для сполучень порядок елементiв не має значення. Кiлькiсть всiляких сполучень
iз n по k позначається Ck

n. У наведеному вище прикладi C2
3 = 3. Доведемо зараз наступну

формулу:

Ck
n =

n(n − 1)(n − 2)⋯(n − k + 1)
k!

, (1.7)

або пiсля множення на (n − k)! = (n − k)(n − k − 1)⋯2 ⋅ 1, формулу

Ck
n =

n!

k!(n − k)! (1.7′)

для довiльних натуральних чисел n i k таких, що k ≤ n.

Доведення. Розглянемо всiлякi розмiщення iз n по k. Нагадаємо, що це впорядкова-
нi набори k елементiв деякої n-елементної множини A. Кожний такий набiр можна
отримати, вибираючи спочатку вiдповiдну пiдмножину з k елементiв множини A (комбi-
нацiю iз n по k), а потiм впорядковуючи її елементи (тобто вибираючи деяку перестанов-
ку k-елементної множини). Розглянемо двi непересiчнi групи об’єктiв. До першої групи
вiднесемо всiлякi сполучення iз n по k, а до другої – всiлякi перестановки k-елементної
множини. Об’єкт першої групи можна обрати m1 = Ck

n способами, а потiм об’єкт другої
групи можна обрати m2 = Pk способами. Згiдно з правилом множення (дивись п. 1.2,
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формулу (1.2)), обрати по одному елементу з кожної групи можна m = m1m2 = Ck
n ⋅ Pk

способами, а це якраз кiлькiсть розмiщень Ak
n. Таким чином, Ak

n = Ck
n ⋅ Pk, а значить,

Ck
n =

Ak
n

Pk

.

Пiдставляючи у цю рiвнiсть вираз для Ak
n з (1.5) або (1.5′) i враховуючи, що Pk = k!

(дивись (1.6)), отримаємо шуканi формули (1.7) i (1.7′).

Зауваження. Є зручним розширити формулу (1.7′) i на випадок k = 0. Для цього
за означенням покладають C0

n = 1 для усiх n = 0,1,2, . . ..

Приклад 2. Три стрiльця виконують по одному пострiлу, кожен по своїй цiлi.
Скiльки може вийти рiзних результатiв стрiльби?

Розв’язання. Один з можливих результатiв полягає в тому, що жодна цiль не
уражена: C0

3 = 1. Результати, у яких кiлькiсть попадань дорiвнює k (1 ≤ k ≤ 3), можуть
вийти Ck

3 способами. Таким чином, рiзних результатiв стрiльби може вийти

C0
3 +C1

3 +C2
3 +C3

3 = 1 + 3!

1!2!
+ 3!

2!1!
+ 3!

3!0!
= 1 + 3 + 3 + 1 = 8.

Приклад 3. Скiлькома способами iз вiддiлення, що мiстить 10 солдатiв, можна
трьох призначити в караул?

Вiдповiдь. C3
10 = 10!

3!7! = 10⋅9⋅8
1⋅2⋅3 = 120 способiв.

Для будь-яких чисел a i b, i для будь-якого натурального n має мiсце наступна
формула, яку називають формулою бiнома Ньютона:

(a + b)n =
n

∑
k=0

Ck
na

kbn−k. (1.8)

Доведення. Розкриваючи усi дужки у добутку

(a + b)n = (a + b)(a + b)⋯(a + b)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n разiв

,

ми отримаємо суму 2n доданкiв, кожний з яких має вигляд akbn−k для деякого k (0 ≤ k ≤
n). Справдi, для кожного такого доданку ми обираємо у кожному множнику (a+b) одну
з двох можливих лiтер – a або b, i множимо всi обранi лiтери мiж собою, i якщо лiтеру
a обрано у k множниках, вiдповiдний добуток буде akbn−k, а кiлькiсть таких доданкiв,
згiдно з формулою (1.2), дорiвнює

2 ⋅ 2⋯2´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
n разiв

= 2n.

Для кожного фiксованого k, доданок akbn−k зустрiчається у сумi стiльки разiв, скiльки
є всiляких виборiв лiтери a у множниках (a + b) точно k разiв (а значить, лiтеру b
при цьому обрано точно n − k разiв), що становить Ck

n. Отже, сума всiх 2n доданкiв

7



може бути переписаною, враховуючи кратнiсть однакових доданкiв, як права частина
у рiвностi (1.8), що й треба було довести.

Тому числа Ck
n називаються бiномiальними коефiцiєнтами.

Бiномiальнi коефiцiєнти мають наступнi властивостi:

1) Cn−k
n = Ck

n,

2) Ck
n +Ck+1

n = Ck+1
n+1,

3)
n

∑
k=0

Ck
n = 2n

(дивись Приклад 2, що iлюструє останню властивiсть).

Доведення. Рiвнiсть 1) випливає безпосередньо з формули (1.7′).
Щоб довести 2), запишемо за допомогою формули (1.7′):

Ck
n +Ck+1

n = n!

k!(n − k)! +
n!

(k + 1)!(n − k − 1)!
= n!(k + 1)
k!(k + 1)(n − k)! +

n!(n − k)
(k + 1)!(n − k − 1)!(n − k)

= n!(k + 1)
(k + 1)!(n − k)! +

n!(n − k)
(k + 1)!(n − k)!

= n!(k + 1 + n − k)
(k + 1)!(n − k)! = n!(n + 1)

(k + 1)!(n − k)!
= (n + 1)!

(k + 1)!((n + 1) − (k + 1))! = Ck+1
n+1.

Рiвнiсть 3) є спецiальним випадком формули (1.8) для a = b = 1.

Властивiсть 2), разом з рiвностями C0
n = Cn

n = 1, використовують для поступового
iтеративного обчислення бiномiальних коефiцiєнтiв, для будь яких n i k. Ми маємо для
n = 0: C0

0 = 1, для n = 1: C0
1 = C1

1 = 1, для n = 2: C0
2 = 1, C1

2 = C0
1 + C1

1 = 1 + 1 = 2, C2
2 = 1,

i т.д. Для цього є зручним розташувати бiномiальнi коефiцiєнти у таку нескiнченну
трикутну таблицю (на практицi, обмежуються тiльки скiнченною таблицею, з потрiбною
кiлькiстю рядкiв), яку називають трикутником Паскаля:

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

⋰ . . . . . . . . . . . . . . . ⋱
C0

n C1
n . . . . . . . . . Cn−1

n Cn
n

⋰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⋱

(1.9)

Кожний елемент у цьому трикутнику є сумою двох найближчих сусiдiв понад ним.
Наприклад, якщо обмежитись тiльки n: 0 ≤ n ≤ 5, отримаємо
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1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

(1.10)

Задачi. 5. Скiлькома способами можуть розмiститися 5 покупцiв у черзi в касу?
6. Скiлькома способами можна розсадити 5 студентiв на 12 мiсцях?
7. На площинi дано 10 точок так, що нiякi 3 з них не лежать на однiй прямiй.

Скiльки рiзних прямих можна провести через цi точки так, що кожна пряма проходить
через двi точки?

8. Довести рiвнiсть Cm
n + 2Cm+1

n +Cm+2
n = Cm+2

n+2 .
9. Переконатися, що спецiальними випадками формули бiнома Ньютона для n = 2 i

n = 3 є рiвностi (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 та (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3. Який вигляд мають
спецiальнi випадки цiєї формули для n = 4 i n = 5? (Вiдповiднi бiномiальнi коефiцiєнти
можна знайти у таблицi (1.10)).

2 Виникнення, предмет i задачi теорiї ймовiрностi

Як уже говорилося, теорiя ймовiрностi – це наука про випадковi явища (подiї). Напри-
клад, монета може впасти гербом, а може – цифрою, зерно може прорости, а може – не
прорости, пострiл може влучити, а може – не влучити у цiль. Проте, якщо розглядати
одиничне випадкове явище, нiякої закономiрностi пiдмiтити не можна. Закономiрностi
можна встановити тiльки при повтореннi випробувань. Наприклад, якщо монету пiдки-
дати багато разiв пiдряд, то чим бiльше разiв кидаємо, тим яснiше становиться, що
приблизно у половинi випадкiв випадає герб, а у половинi – цифра, тобто частота
випадання герба наближається до 1/2. Це число 1/2 i є ймовiрнiсть випадання герба.

Теорiя ймовiрностi як самостiйна наука виникла у серединi XVII столiття. Тодi
у Європi були поширенi азартнi iгри (французьке слово “hasard” означає “випадок”):
гра в костi та iн. Задачi, з ними пов’язанi, не можна було розв’язати вiдомими у той
час математичними методами. Виникнення теорiї ймовiрностi пiдштовкнули двi задачi,
запропонованi кавалером де Мере – пристрасним гравцем i освiченим аристократом
знаменитому французькому математику Б. Паскалю. Перша: Скiльки разiв треба
метати кiстки у надiї отримати найбiльше число очок, тобто дванадцять; друга: про
розподiл виграша у незакiнченнiй партiї. Паскаль розв’язав обидвi задачi, а пiзнiше
написав про них iншому вiдомому французькому математику П. Ферма, який їх також
розв’язав, але iншим способом. Мiж вченими зав’язалося жваве листування, у ходi
якого i виникли основи нової теорiї. Новою дисциплiною зацiкавилися й iншi вченi –
сучасники Паскаля i Ферма, зокрема, голандець Х. Гюйгенс, написавший твiр “Про
розрахунки в азартних iграх”, i швейцарець Я. Бернуллi (його iм’ям названо схему
повторних випробувань). У подальший розвиток теорiї ймовiрностi зробили внесок такi
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видатнi вченi як П. Лаплас, К.-Ф. Гаус, С. Пуасон, П. Л. Чебишев, А. А. Марков, К.
Пiрсон, Н. Вiнер i багато iнших. Теорiя ймовiрностi проникла у досить рiзнi науки:
фiзику, бiологiю (генетику), економiчнi i соцiальнi науки, та iн. Особливо широкою
зараз є область застосування ймовiрносних методiв у математичнiй економiцi i фiнансах,
у зв’язку з задачами керування риночними процесами, задачами прогнозування. В
окрему наукову дисциплiну видiлилася математична статистика – роздiл теорiї ймовiрно-
стi, що вивчає закономiрностi масових випадкових явищ.

3 Алгебра випадкових подiй
Подiя називається випадковою, якщо в деякому випробуваннi, тобто за даних умов, воно
може або вiдбутися, або не вiдбутися. Далi пiд термiном “подiя” будемо мати на увазi
“випадкову подiю”.

Приклад 4. В урнi лежать кольоровi кулi. З урни беруть навмання одну кулю.
Вилучення кулi з урни є випробуванням. Поява кулi певного кольору – подiя.

Подiя називається вiрогiдною, якщо за даних умов вона обов’язково вiдбувається
(позначення: I). Подiя називається неможливою, якщо за даних умов воно не може
вiдбутися (позначення: ). Подiя називається протилежною подiї A, якщо вона вiдбува-
ється тодi i тiльки тодi, коли A не вiдбувається (позначення: Ā).

Приклад 5. При пiдкиданнi монети (зрозумiло, за умов земного тяжiння) вiрогiд-
ним є падiння монети, а неможливим – зависання у повiтрi. Якщо подiя A полягає в
тому, що монета впаде гербом, то Ā полягає в тому, що монета впаде цифрою.

Сумою подiй A i B (позначається: A +B) називається подiя, що полягає у настаннi
або A, або B, або обох. Добутком подiй A i B (позначається: AB) називається подiя,
що полягає у настаннi i A, i B разом. Сумою (вiдповiдно добутком) кiлькох подiй
A1,A2, . . . ,An (позначаються вiдповiдно:

n

∑
k=1

Ak i
n

∏
k=1

Ak) називається подiя, що полягає в

настаннi хоча б однiєї (вiдповiдно, кожної) з цих подiй.

Приклади. 6. Нехай подiя A полягає в тому, що обране навмання число вiд 1 до
100 виявиться парним, а подiя B – у тому, що воно виявиться простим. Тодi A + B –
подiя, що полягає в тому, що обране навмання число вiд 1 до 100 виявиться або парним,
або простим, або парним i простим одночасно; AB – подiя, що полягає у виборi простого
парного числа, а це може бути, як вiдомо, тiльки число 2.

7. Нехай подiї A1,A2,A3 полягають в тому, що перший (вiдоповiдно другий, вiдповiд-
но третiй) з трьох стрiльцiв вразив цiль (кожен виконує по одному пострiлу). Тодi
3

∑
k=1

Ak = A1 +A2 +A3 – подiя, що полягає в тому, що хоча б один стрiлець влучив у цiль,

а
3

∏
k=1

Ak = A1A2A3 – подiя, що полягає в тому, що усi три стрiльця влучили у цiль.
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Властивостi дiй над подiями.

A +B = B +A AB = BA (3.11)
(A +B) +C = A + (B +C) (AB)C = A(BC) (3.12)

A +O = A AI = A (3.13)
A + I = I AO = O (3.14)
A +A = A AA = A (3.15)

(A +B)C = AC +BC AB +C = (A +C)(B +C) (3.16)
A + Ā = I AĀ = O (3.17)

A +B = ĀB̄ AB = Ā + B̄ (3.18)
Ō = I Ī = O (3.19)
¯̄A = A (3.20)

Зазначимо двоїстiсть (симетричнiсть) властивостей у лiвiй та правiй колонках. Влас-
тивiсть (3.20) є самодвоїстою, тобто двоїстою самiй собi. Доведення усiх властивостей,
крiм властивостi (3.16) у другiй колонцi, випливає з означень дiй над подiями i надається
читачевi. Доведемо властивiсть (3.16) у другiй колонцi.

(A +C)(B +C) = AB +CB +AC +CC

(ми використали властивiсть (3.16) у першiй колонцi). Згiдно з (3.11), AC = CA, а в
силу (3.15), CC = C. Так як, за (3.13), C = CI, то застосовуючи ще раз властивiсть
(3.16) з першої колонки, отримаємо:

(A +C)(B +C) = AB +CB +CA +CI = AB +C(B +A + I) = AB +CI = AB +C

(ми використали (3.14) i (3.13)), i властивiсть (3.16) доведено.

Подiї називаються несумiсними, якщо поява однiєї з них виключає появу iнших у
тому ж випробуваннi.

Приклад 8. Кинута гральна кiстка. Випадання трiйки несумiсне з випаданням
будь-якого iншого числа очок у тому ж випробуваннi.

Для двох подiй A i B властивiсть несумiсностi записується так:

AB = 0. (3.21)

Кiлька подiйA1, . . . ,An складають повну групу подiй, якщо в результатi випробування
обов’язково з’являється хоча б одне з них:

n

∑
k=1

Ak = I. (3.22)

Якщо подiї, що складають повну групу, попарно несумiснi (тобто AjAk = 0 при j ≠ k),
то в результатi випробування вiдбувається одна i тiльки одна з цих подiй.
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Приклад 9. Стрiлець виробляє два пострiли по цiлi. Обов’язково вiдбудеться одна
з наступних подiй: два попадання, одне попадання i один промах, два промахи. Цi три
несумiснi подiї складають повну групу подiй.

Подiї, якi у данному випробуваннi мають рiвнi можливостi появи, будемо називати
рiвноможливими. Проте значення слiв “рiвнi можливостi появи” не можна пояснити за
допомогою якихось iнших понять. Подiбно тому, як у геометрiї поняття точки, прямої
або вiдстанi є фундаментальними неозначуваними поняттями, у теорiї ймовiрностi понят-
тя рiвноможливих подiй є також неозначуваним.

Приклад 10. При киданнi гральної кiстки випадання будь-якого числа вiд 1 до 6 є
рiвноможливим.

Кажуть, що подiя A сприяє подiї B, або що A є частиною B, якщо при появi A
обов’язково з’являється й B. Позначення: A ⊂ B.

Приклади. 11. Iз чисел вiд 1 до 100 обрали навмання число. Нехай подiя A полягає
в тому, що обрали двiйку, а подiя B – в тому, що обрали парне число. Тодi A ⊂ B.

12. Нехай кожнiй множинi A на площинi вiдповiдає подiя, що полягає в тому, що в
попаданнi у цю множину навмання обраної точки площини (позначимо цю подiю також
через A). Тодi A ⊂ B означає: A є пiдмножиною B (дивись рис. 2). Зауважимо, що
порожнiй множинi ∅ вiдповiдає неможлива подiя 0, i оскiльки для будь-якої множини
A на площинi ми маємо ∅ ⊂ A (як множини), то O ⊂ A (як подiї).

A B

Рис. 2

ПодiяA називається елементарною, якщо вона не має частин, вiдмiнних вiд неможли-
вої подiї O i самої подiї A. Наприклад, випадання герба є елементарною подiєю при
киданнi монети. Сукупнiсть подiй називається фундаментальною системою елементар-
них подiй (ФСЕП ), якщо цi подiї

1) елементарнi;
2) рiвноможливi;
3) несумiснi;
4) складають повну групу подiй.

Приклади. 13. “Герб” i “цифра” складають ФСЕП у випробуваннi пiдкидання
монети.
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14. Випадання чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6 при киданнi гральної кiстки складають ФСЕП.

Задачi. 10. Нехай A, B, C – деякi подiї. Знайти вирази, що полягають у тому, що
а) настала тiльки подiя A; б) настали A i B, але C не настало; в) настала хоча б

одна з цих подiй; г) не настала жодна з цих подiй; д) настали всi три подiї; е) настало
не бiльше двох з цих подiй.

11. Показати, що A ⊂ B тодi i тiльки тодi, коли B̄ ⊂ Ā.
12. В урнi знаходиться велика кiлькiсть бiлих i чорних куль. Навмання витягують

три кулi. Описати ФСЕП.

4 Класичне i геометричне означення ймовiрностi
Нехай подiї A1, . . . ,AN складають ФСЕП, i нехай подiї B сприяютьmB з них. Ймовiрнiс-
тю подiї B називають число

P (B) = mB

N
. (4.23)

Приклад 15. Подiя B – випадання числа, бiльшого 4, при одноразовому киданнi
гральної кiстки. Цiй подiї сприяють наступнi елементарнi подiї: випадання числа 5 i
випадання числа 6. Таким чином, шукана ймовiрнiсть подiї B: :

P (B) = 2

6
= 1

3
.

Очевидно, ймовiрнiсть неможливої подiї дорiвнює 0:

P (O) = 0,

а ймовiрнiсть вiрогiдної подiї дорiвнює одиницi:

P (I) = 1.

Наведене вище класичне означення ймовiрностi непридатне у випадку нескiнченного
числа подiй. Тому вводять також геометричне означення ймовiрностi. Нехай вiдрiзок
l складає частину вiдрiзка L, d(l) i d(L) – довжини цих вiдрiзков. На вiдрiзок L
навмання кидається точка. Можна вважати, що попадання цiєї точки у точки вiдрiзка L
складають ФСЕП, хоча й нескiнченну (у цьому випадку означення повної групи подiй
залишається тим же, але формулу (3.22) вже написати не можна). Нехай подiя B
полягає в попаданнi в iнтервал l. Припустимо, що попадання в iнтервали рiвної довжини
є рiвноможливими подiями. Тодi ймовiрнiстю подiї B будемо називати число

P (B) = d(l)
d(L) . (4.24)

Зауважимо, що означення не змiниться, якщо вiдрiзки L i l замiнити незамкненими
iнтервалами тiєї ж довжини. Якщо мова йде про попадання у точки площини, то мiрою
є площа. Нехай плоска фiгура g з площею S(g) складає частину плоскої фiгури G з
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площею S(G). На фiгуру G навмання кидається точка. Вважається, що попадання в
точки фiгури G складають ФСЕП (нескiнченну, як i у попередньому випадку), а також,
що попадання в областi рiвної площi (незалежно вiд форми областей) – рiвноможливi.
Тодi ймовiрнiстю подiї B, що полягає у попаданнi точки на фiгуру g, називається число

P (B) = S(g)
S(G) . (4.25)

Проiлюструємо геометричне означення ймовiрностi наступним прикладом.

Приклад 16. Розглянемо наступну задачу. На площинi проведенi паралельнi лiнiї,
вiдстань мiж якими поперемiнно дорiвнює 2 см i 8 см. Знайти ймовiрность того, що
навмання кинутий на цю площину круг радiусу 3 см не буде перетнутим жодною лiнiєю.

2 см 2 см8 см

3 см

Рис. 3

Розв’язання. Можна вважати, без обмеження загальностi, що лiнiї – вертикальнi.
Нехай x – вiдстань вiд центру круга до лiвої межi найближчої злiва вузької смуги,
тобто смуги шириною 2 см (см. рис. 3). Тодi, очевидно, 0 ≤ x ≤ 2 + 8 = 10. Круг не
буде перетнутий жодною лiнiєю за умови, що 2 + 3 < x < 10 − 3, тобто 5 < x < 7. Отже, у
даному прикладi L = [0,10], l = (5,7). Шукана ймовiрнiсть:

P (B) = d(l)
d(L) = 2 cм

10 см
= 0.2.

Вiдзначимо наступнi властивостi ймовiрностi.
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1. Для будь-якої подiї A,
0 ≤ P (A) ≤ 1.

2. Якщо подiя A є частиною подiї B, тобто A ⊂ B, то

P (A) ≤ P (B).

Задачi. 13. Куб, усi гранi якого пофарбованi, розпиляний на тисячу кубикiв
однакового розмiру. Отриманi кубики ретельно перемiшанi. Знайти ймовiрнiсть того,
що кубик, витягнутий навмання, буде мати тiльки пофарбованi сторони.

14. З повного набору кiсток домiно навмання беруться п’ять кiсток. Знайти ймовiр-
нiсть того, що серед них жодна не мiстить шiстки.

15. З вiдрiзка [−1,2] навмання взятi два числа. Яка ймовiрнiсть того, що їх сума
бiльше одиницi, а добуток менше одиницi?

5 Основнi формули для обчислення ймовiрностей

Теорема 1. (про ймовiрнiсть суми двох подiй). Для довiльних подiй A i B,

P (A +B) = P (A) + P (B) − P (AB). (5.26)

Доведення дамо для випадку, коли ФСЕП складається iз скiнченного числа подiй,
тобто для випадку класичної ймовiрностi. Нехай ФСЕП складається iз N елементарних
подiй. Зобразимо їх для наочностi точками на площинi (дивись рис. 4).

A

B

A ∩B

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●●

Рис. 4

Тодi подiям A i B вiдповiдають скiнченнi множини точок – пiдмножини ФСЕП.
Будемо позначати їх також A i B. Число подiй, що сприяють A + B, дорiвнює тодi
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mA+B = N(A ∪ B). Аналогiчно, mA = N(A), mB = N(B), mAB = N(A ∩ B). Згiдно з
формулою (1.3), отримаємо

P (A +B) = mA+B
N

= N(A ∪B)
N

= N(A) +N(B) −N(A ∩B)
N

= N(A)
N

+ N(B)
N

− N(A ∩B)
N

= mA

N
+ mB

N
− mAB

N
= P (A) + P (B) − P (AB),

що i треба було довести.

Наслiдок 1. Якщо подiї A i B – несумiснi,

P (A +B) = P (A) + P (B). (5.27)

Справдi, у цьому випадку, згiдно з (3.21), AB = O, а оскiльки P (O) = 0, з (5.26)
отримаємо (5.27).

Аналогiчно доведенню теореми 1, за допомогою формули (1.4), що узагальнює формулу
(1.3), доводиться наступна формула, що узагальнює формулу (5.26).

Теорема 2 (про ймовiрнiсть суми кiлькох подiй). Для довiльних подiй A1, A2, . . . ,
An,

P (
n

∑
k=1

Ak) =
n

∑
k=1

P (Ak) − ∑
1≤k<j≤n

P (AkAj)

+ ∑
1≤k<j<i≤n

P (AkAjAi) −⋯ + (−1)n−1P (
n

∏
k=1

Ak) . (5.28)

Наслiдок 2. Якщо подiї Ak (k = 1,2, . . . , n) – попарно несумiснi, то

P (
n

∑
k=1

Ak) =
n

∑
k=1

P (Ak) (5.29)

(порiвняй з (5.27)).

Наслiдок 3. Якщо Ak (k = 1,2, . . . , n) – попарно несумiснi подiї, що складають повну
групу подiй, то сума їх ймовiрностей дорiвнює 1:

n

∑
k=1

P (Ak) = 1. (5.30)

Якщо Ā – протолежна A подiя, то A i Ā складають повну групу подiй i є попарно
несумiсними (дивись (3.17)), тому

P (A) + P (Ā) = 1.
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Звiдси отримаємо наступну теорему.

Теорема 3 (про ймовiрнiсть протилежної подiї).

P (Ā) = 1 − P (A). (5.31)

Приклад 17. Яка ймовiрнiсть, що витягнута навмання карта з колоди iз 36 карт
виявиться дамою або картою пiкової мастi?

Розв’язання. Нехай подiя A означає вилучення “дами”, а B означає вилучення
“пiки”. Тодi

P (A) = mA

N
= 4

36
= 1

9
, P (B) = mB

N
= 9

36
= 1

4
, P (AB) = 1

36

(подiя AB полягає у вилученнi “дами пiк”). Тому шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P (A +B) = P (A) + P (B) − P (AB) = 1

9
+ 1

4
− 1

36
= 1

3
.

Приклад 18. Яка ймовiрнiсть попасти на область B координатної площини (дивись
рис. 5), якщо точка кидається навмання на одиничний квадрат?

B

1

1
2

0 1
2 1

Рис. 5

17



Розв’язання. Заштрихуємо область B. Нехай A – це незаштрихована частина
квадрата. Введемо подiї, що полягають у попаданнi в областi на площинi (будемо
iх позначати тими ж лiтерами, що i областi). Тодi отримаємо, що B = Ā. Згiдно з
геометричним означенням ймовiрностi,

P (A) = S(A)
S◻

= 2S△
S◻

= 2 ⋅ 12 ⋅ (1
2
)2

12
= 1

4

(тут A складається з двох рiвнобiчних прямокутних трикутникiв з катетами 1
2). За

формулою (5.31),

P (B) = 1 − P (A) = 1 − 1

4
= 3

4
.

Задачi. 16. Стрiлець робить пострiл у мiшень, що складається з центрального
круга i двох концентричних кiлець. Ймовiрностi попадання в круг i кiльця вiдповiдно
дорiвнюють 0,20, 0,15 i 0,10. Знайти ймовiрнiсть попадання у мiшень.

17. Знайти ймовiрнiсть того, що партiя iз ста виробiв, з яких п’ять – бракованi,
буде прийнята при випробуваннi навмання обраної половини всiєї партiї, якщо умовами
прийома припускається бракованих виробiв не бiльше одного з п’ятидесяти.

Приклад 19. Навмання обирають двозначне число. Яка ймовiрнiсть, що це число
– просте? Таке ж запитання для випадку, коли число починається з четвiрки.

Розв’язання. Нехай A – подiя, що полягає у виборi простого числа, B – подiя,
що полягає у виборi двозначного числа, що починається з четвiрки. Всього двозначних
чисел N = 90, з них простих чисел (тобто сприятливих результатiв випробування) mA =
22: це числа 11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,91,97. Тому
вiдповiдь на перше запитання:

P (A) = mA

N
= 22

90
= 11

45
.

У випадку, коли вiдомо, що вiдбулася подiя B, загальне число можливих результатiв
буде mB = 10, а сприятливих результатiв mAB = 3 (оскiльки вiдбулися обидвi подiї A i B,
що означає вибiр чисел 41,43,47). Таким чином, у цьому випадку шукана ймовiрнiсть
(позначимо її PB(A)) дорiвнює

PB(A) = mAB

mB

, (5.32)

тобто PB(A) = 3
10 .Порiвняння вiдповiдей на цi два запитання задачi показує, що додатковi

вiдомостi (B) про результат випробування впливають на ймовiрнiсть настання подiї A.

Розглянутий приклад призводить до поняття умовної ймовiрностi. Ймовiрнiстю
подiї A за умови B (позначається PB(A)) називається ймовiрнiсть настання A у випадку,
коли при цьому вже настала подiя B. Тими ж мiркуваннями, що i у наведеному
прикладi, можна показати, що у випадку, коли ФСЕП скiнченна, тобто для класичної
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ймовiрностi, справедлива формула (5.32), природно у випадку, коли mB ≠ 0. Якщо N –
число елементарних подiй ФСЕП, то P (AB) = mAB

N , P (B) = mB

N i

PB(A) = mAB

mB

= mAB/N
mB/N = P (AB)

P (B) .

Таким чином, отримаємо ще одну формулу для умовної ймовiрностi:

PB(A) = P (AB)
P (B) , (5.33)

яка справедлива, якщо P (B) ≠ 0.

A BA ∩B

G

Рис. 6

Для випадку геометричної ймовiрностi легко побачити (дивись рис. 6 i формулу
(4.25)), що

PB(A) = S(A ∩B)
S(B) . (5.34)

Оскiльки, згiдно з (4.25), P (AB) = S(A∩B)
S(G) , P (B) = S(B)

S(G) ,

PB(A) = S(A ∩B)
S(B) = S(A ∩B)/S(G)

S(B)/S(G) = P (AB)
P (B) ,

то формула (5.33) для обчислення PB(A) справедлива також i для випадку геометричної
ймовiрностi.
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Теорема 4 (про ймовiрнiсть добутку двох подiй).

P (AB) = P (B)PB(A). (5.35)

Доведення. Формула (5.35) випливає з (5.33).

Оскiльки AB = BA (дивись (3.11)), а застосування теореми 4 до подiї BA дає
P (BA) = P (A)PA(B), отримаємо

P (AB) = P (A)PA(B). (5.36)

Порiвняння (5.35) i (5.36) дає

Наслiдок 4. Для будь-яких подiй A i B,

PB(A)P (B) = P (A)PA(B). (5.37)

Назвемо подiю B незалежною вiд подiї A, якщо умовна ймовiрнiсть PA(B) дорiвнює
безумовнiй ймовiрностi P (B), тобто

PA(B) = P (B), (5.38)

або P (A) = 0.

Приклад 20. З колоди карт (всього 36 карт) навмання обирається карта. Нехай
подiя A=“дама”, подiя B=“карта пiкової мастi”. Тодi (дивись приклад 17) P (A) = 1

9 ,
P (B) = 1

4 , P (AB) = 1
36 . За формулою (5.33) обчислюємо

PB(A) = P (AB)
P (B) = 1/36

1/4 = 1

9
, PA(B) = P (AB)

P (A) = 1/36

1/9 = 1

4
.

Легко побачити, що PB(A) = P (A) = 1
9 , PA(B) = P (B) = 1

4 , тобто як подiя A не залежить
вiд B, так i подiя B не залежить вiд A.

Теорема 5. Якщо подiя B не залежить вiд подiї A, то i подiя A не залежить вiд
подiї B.

Доведення. Нехай подiя B не залежить вiд A. Тодi або PA(B) = P (B), або P (A) = 0.
У випадку, коли P (B) = 0, A не залежить вiд B (за означенням), i для цього випадку
теорема доведена. Якщо ж P (B) ≠ 0, а P (A) = 0, то з (5.37) отримаємо, що PB(A) =
P (A) = 0 i значить, A не залежить вiд B. Нарештi, якщо P (B) ≠ 0, P (A) ≠ 0 i PA(B) =
P (B), то роздiливши лiву частину рiвностi (5.37) на P (B), а праву частину (5.37) на
PA(B), отримаємо рiвнiсть PB(A) = P (A), тобто A не залежить вiд B. Таким чином,
для всiх можливих випадкiв теорема 5 доведена.

Зауваження. Теорема 5 показує, що можна говорити тiльки про взаємно незалежнi
подiї, якщо одна з подiй не залежить вiд другої.

Сформулюємо ще один наслiдок теореми 4.
Наслiдок 5. Для взаємно незалежних подiй A i B,

P (AB) = P (A)P (B). (5.39)

20



Доведення. Якщо PB(A) = P (A), то формула (5.39) випливає з (5.35). Якщо ж
P (B) = 0, то оскiльки AB є частиною B, 0 ≤ P (AB) ≤ P (B), а значить, P (AB) = 0, i
формула (5.39) у цьому випадку також справедлива.

Теорему 4 можна узагальнити наступним чином.

Теорема 6 (про ймовiрнiсть добутку кiлькох подiй). Для довiльних подiй A1, A2,. . . ,
An

P (
n

∏
k=1

Ak) = P (A1)PA1(A2)PA1A2(A3)⋯PA1A2⋯An−1(An). (5.40)

Наслiдок 6. Для попарно незалежних подiй A1, A2,. . . , An

P (
n

∏
k=1

Ak) =
n

∏
k=1

P (Ak). (5.41)

Нарештi, вiдмiтимо ще одну формулу, що зводить обчислення ймовiрностi суми
кiлькох подiй до обчислення ймовiрностi добутку протилежних подiй.

Теорема 7. Для довiльних подiй A1, A2,. . . , An

P (
n

∑
k=1

Ak) = 1 − P (
n

∏
k=1

Āk) . (5.42)

Доведення. Перш за все вiдмiтимо, що формули (3.18) можна узагальнити на будь-
яку кiлькiсть подiй:

n

∑
k=1

Ak =
n

∏
k=1

Āk,
n

∏
k=1

Ak =
n

∑
k=1

Āk. (5.43)

Тодi з (5.31) та (5.43) отримаємо:

P (
n

∑
k=1

Ak) = 1 − P (
n

∑
k=1

Ak) = 1 − P (
n

∏
k=1

Āk) ,

що i треба було довести.

Приклад 21. Три елементи електричного ланцюга з’єднанi послiдовно. Надiйнiсть
кожного з них (ймовiрнiсть справної роботи) становить 0,8; 0,6; 0,7 вiдповiдно. Знайти
ймовiрнiсть того, що ланцюг розiмкнеться.

Розв’язання. Позначимо шукану подiю через A, введемо також подiю Ak = “k-
й елемент справний” (k = 1,2,3). Тодi P (A1) = 0,8; P (A2) = 0,6; P (A3) = 0,7. При
послiдовному з’єднаннi елементiв ланцюга струм переривається (тобто ланцюг розмика-
ється), якщо принаймнi один з елементiв виходить з ладу. Таким чином, A = Ā1+Ā2+Ā3.
За формулою (5.42)

P (A) = P (Ā1 + Ā2 + Ā3) = 1 − P ( ¯̄A1
¯̄A2

¯̄A3) = 1 − P (A1A2A3)
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(ми застосували тут (3.20)). Оскiльки подiї Ak (k = 1,2,3) попарно незалежнi, згiдно з
(5.41),

P (A1A2A3) = P (A1)P (A2)P (A3) = 0,8 ⋅ 0,6 ⋅ 0,7 = 0,336,

звiдки P (A) = 1 − 0,336 = 0,664.

Задачi. 18. Двоє по черзi кидають монету. Виграє той, у якого ранiше з’явиться
герб. Визначити ймовiрностi виграшу для кожного з гравцiв.

19. Ймовiрнiсть ураження цiлi одним стрiльцем дорiвнює 0,8, а другим 0,6. Знайти
ймовiрнiсть того, що цiль буде уражена тiльки одним стрiльцем.

Нехай подiї H1, H2, . . . , Hn складають повну групу попарно несумiсних подiй (далi
ми будемо називати Hk гiпотезами.

Теорема 8. (формула повної ймовiрностi). Ймовiрнiсть будь-якої подiї A дорiвнює
сумi добуткiв ймовiрностi кожної гiпотези на умовну ймовiрнiсть подiї A за умови
настання цiєї гiпотези:

P (A) =
n

∑
k=1

P (Hk) ⋅ PHk
(A). (5.44)

Доведення. Згiдно з властивостями (3.13), (3.15) i означенням повної групи подiй
(3.22),

P (A) = P (A ⋅ I) = P (A ⋅
n

∑
k=1

Hk) = P (
n

∑
k=1

AHk) .

Оскiльки гiпотези Hk – попарно несумiснi, тобто HkHj = O при k ≠ j, то i

(AHk)(AHj) = AHkAHj = AAHkHj = AHkHj = A ⋅O = O

при k ≠ j (ми використали властивостi (3.12), (3.11), (3.15), (3.13)), тобто подiї AHk

також попарно несумiснi. Згiдно з наслiдком 2 теореми 2 i з теоремою 4, маємо

P (A) = P (
n

∑
k=1

AHk) =
n

∑
k=1

P (AHk) = ∑
k=1

P (Hk)PHk
(A),

що i треба було довести.

Приклад 22. Радiолампа, встановлена в телевiзорi, може належати до однiєї з
трьох партiй з ймовiрностями p1 = 0,25, p2 = 0,5, p3 = 0,25. Ймовiрностi того, що лампа
пропрацює задане число годин, для цих партiй вiдповiдно становлять 0,1, 0,2 i 0,4.
Визначити ймовiрнiсть того, що лампа пропрацює задане число годин.

Розв’язання. Нехай A – шукана подiя, тобто “лампа пропрацює задане число
годин”, H1, H2, H3 – гiпотези, що полягають у тому, що лампа належить до першої,
другої, третьої партiї, вiдповiдно. Тодi P (H1) = p1 = 0,25, P (H2) = 0,5, P (H3) = p3 = 0,25;
PH1(A) = 0,1, PH2(A) = 0,2, PH3(A) = 0,4. За формулою повної ймовiрностi, знаходимо

P (A) = P (H1)PH1(A)+P (H2)PH2(A)+P (H3)PH3(A) = 0,25⋅0,1+0,5⋅0,2+0,25⋅0,4 = 0,225.
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Теорема 9 (формула Байєса). Ймовiрнiсть PA(Hj) гiпотези Hj за умови настання
подiї A визначається формулою

PA(Hj) =
P (Hj)PHj

(A)
P (A) , (5.45)

або, враховуючи (5.44),

PA(Hj) =
P (Hj)PHj

(A)
∑n

k=1P (Hk)PHk
(A) . (5.46)

Доведення. Згiлно з наслiдком 4 (формула (5.37)), P (Hj)PHj
(A) = P (A)PA(Hj),

звiдки отримаємо (5.45), а значить, i (5.46).

Приклад 23. В умовах прикладу 22 знайти ймовiрнiсть того, що лампа належить
першiй партiї, якщо вона вже пропрацювала задане число годин.

Розв’язання. У цьому прикладi необхiдно знайти PA(H1). За формулою Байєса (у
даному випадку застосуємо формулу (5.45), оскiльки у прикладi 22 P (A) вже знайдено):

PA(H1) = P (H1)PH1(A)
P (A) = 0,25 ⋅ 0,1

0,225
= 1

9
.

Задачi. 20. З повного набору кiсток домiно навмання беруться двi кiстки. Визначити
ймовiрнiсть того, що другу кiстку можна приставити до першої.

21. Два автомати виробляють однаковi деталi, якi складають потiм в один ящик.
Продуктивнiсть першого автомату вдвiчi бiльше продуктивностi другого. Перший авто-
мат виробляє 60% деталей вiдмiнної якостi, а другий – 84% деталей вiдмiнної якостi.
Знайти ймовiрнiсть того, що взята навмання деталь виявиться вiдмiнної якостi. Знайти
ймовiрнiсть того, що взята навмання деталь виготовлена першим автоматом, якщо вже
вiдомо, що вона виявилася вiдмiнної якостi.

22. Для участi у студентських спортивних вiдбiркових змаганнях видiлено з однiєї
групи – 4, з другої – 6, з третьої – 5 студентiв. Ймовiрностi того, що студент I, II, III
групи потрапить до збiрної iнституту дорiвнюють вiдповiдно 0,9; 0,7 i 0,8. Навмання
обраний студент в пiдсумку змагань потрапив до збiрної. До якої групи найбiльш
ймовiрно належить цей студент?
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