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1 Âñòóï

Äîñëiäæåííÿ êîëèâàíü ñòðóí ïî÷àëîñÿ ó 18-ìó ñòîði÷÷i Îéëåðîì, ä'Àëàìáåðîì
òà Ëàãðàíæåì. Ãåëìãîëüö ðîçãëÿäàâ ñòðóíó, íàâàíòàæåíó êîíöåíòðîâàíîþ ìàñîþ ó
ñåðåäíié òî÷öi. Ðåëåé çíàéøîâ âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ÷àñòîòè êîëèâàíü ñòðóíè ç
ìàñîþ, ÿê ôóíêöi¨ ìiñöÿ ìàñè íà ñòðóíi [5]. Òåîðiÿ êîëèâàíü ñòðóí ïîâÿçàíà ç òåîði¹þ
ñòðóííèõ ìóçè÷íèõ iíñòðóìåíòiâ i âèâ÷à¹òüñÿ ó áàãàòüîõ ïiäðó÷íèêàõ. Â íàø ÷àñ öÿ
îáëàñòü çíàíü çàëèøà¹òüñÿ àêòóàëüíîþ. Òàê ó ñòàòòi [4] àâòîðè äîñëiäæóâàëè âëàñíi
çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨ çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ ñòðóíè òåîðåòè÷íèìè ìåòîäàìè òà
åêñïåðèìåíòàëüíî.

Ìàòåìàòèêè íàäàþòü ïåðåâàãó ìàòè ñïðàâó ç iäåàëiçîâàíèì îá'¹êòîì êîòðèé Ì.Ã.
Êðåéí íàçâàâ ñòóíîþ Ñòiëüòü¹ñà. Öå íåâàãîìà íèòêà, ùî íåñå íà ñîái òî÷êîâi
(êîíöåíòðîâàíi) ìàñè, êîòði, çà Ì.Ã. Êðåéíîì, áóäåìî íàçèâàòè íàìèñòèíàìè. Ó
ñâî¨õ ïðàöÿõ Ì.Ã. Êðåéí ðîçãëÿäàâ ìàëi ïîïåðå÷íi êîëèâàííÿ ñòiëüòü¹ñiâñüêèõ ñòðóí,
äîïóñêàþ÷è ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íàìèñòèí, ùî íàêîïè÷óþòüñÿ
äî îäíîãî ç êiíöiâ ñòðóíè. Îäíàê, ìè îáìåæèìî íàøó óâàãó âèïàäêîì ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi íàìèñòèí. Çàçíà÷èìî, ùî òàêi æ (ç òî÷êè çîðó ìàòåìàòèêè) ðiâíÿííÿ
çóñòði÷àþòüñÿ i ó çàäà÷i ïðî ïîçäîâæíi êîëèâàííÿ òî÷êîâèõ ìàñ, ïî¹äíàíèõ ïðóæèíàìè
(äèâ., íàïðèêëàä, [14]).

Òàêîæ âèÿâèëîñÿ, ùî öi ðiâíÿííÿ (ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ) âiäîìi â òåîði¨
ñèíòåçó åëåêòðè÷íèõ ëàíöþãiâ (äèâ., íàïðèêëàä, ìåòîä Êàóåðà ó [1]). Òàêi ñòðóíè
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ïðîñòèõ ìîäåëÿõ ôiçèêè (äèâ., íàïðèêëàä, [13]).

Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî ó ìîíîãðàôi¨ [8] äëÿ âèïàäêó ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ìàñ
áóëè ðîçâÿçàíi íàñòóïíi ñïåêòðàëüíi çàäà÷i: çàäà÷à Äiðiõëå-Äiðiõëå, òîáòî çàäà÷à ç
êðàéîâèìè óìîâàìè Äiðiõëå íà îáîõ êiíöÿõ, òà çàäà÷à Íîéìàíà-Äiðiõëå, òîáòî çàäà÷à
ç óìîâîþ Íîéìàíà íà ëiâîìó êiíöi òà óìîâîþ Äiðiõëå íà ïðàâîìó êiíöi iíòåðâàëó.
Ç òî÷êè çîðó ôiçèêè óìîâà Äiðiõëå îçíà÷à¹, ùî êiíåöü ñòðóíè çàêðiïëåíèé, à óìîâà
Íîéìàíà îïèñó¹ êiíöü ñòðóíè, ùî âiëüíî ðóõà¹òüñÿ ó íàïðÿìi, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî
ñòàíó ðiâíîâàãè ñòðóíè. Â öié ìîíîãðàôi¨ áóëî ïîêàçàíî, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ öèõ çàäà÷
ïðîñòi, äîäàòíi òà ÷åðãóþòüñÿ. Áóëà ïîâíiñòþ ðîçâÿçàíà âiäïîâiäíà îáåðíåíà çàäà÷à
âiäíîâëåííÿ ìàñ íàìèñòèí òà iíòåðâàëè ìiæ íèìè, âèõîäÿ÷è çi ñïåêòðiâ çàäà÷ Äiðiõëå-
Äiðiõëå òà Íîéìàíà-Äiðiõëå òà çàãàëüíî¨ äîâæèíè ñòðóíè, òîáòî áóëî ïîêàçàíî, ùî
äëÿ òîãî, ùîá äâi ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë áóëè ñïåêòðàìè çàäà÷ Äiðiõëå-Äiðiõëå
òà Íîéìàíà-Äiðiõëå, âiäïîâiäíî, íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá âîíè áóëè ïðîñòi òà
÷åðãóâàëèñü. Êðiì òîãî, áóâ çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì âiäíîâëåííÿ ìàñ òà iíòåðâàëiâ,
ÿêèé ïîëÿãà¹ ó ðîçâèíåííi âiäíîøåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ çàäà÷ Äiðiõëå-
Äiðiõëå òà Íîéìàíà-Äiðiõëå ó ëàíöþãîâèé äðiá, êîòðèé ïîõîäèòü ç ðîáiò Â. Êàóåðà [2]
òà Ôðàÿ [3]. Ó [8] òàêîæ áóëî ïîêàçàíî, ùî ðîçâÿçîê öi¹¨ îáåðíåíî¨ çàäà÷i - ¹äèíèé.
Ïîðiâíÿííÿ ç åêñïåðèìåíòîì ìîæíà çíàéòè ó [4].

Öåé íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê ¹ âñòóïîì äî òåîði¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ñïåêòðàëüíèõ
çàäà÷, ÿêà âêëþ÷à¹ â ñåáå ñïåêòðàëüíi çàäà÷i íà ãðàôàõ (äèâ. íàïðèêëàä [10], [11], [14],
[15], [17], [20], [19], [20]). Âií ïðèçíà÷åíèé äëÿ ñòóäåíòiâ ñòàðøèõ êóðñiâ óíiâåðñèòåòiâ
òà àñïiðàíòiâ. Íåîáõiäíå ïîïåðåäí¹ çíàííÿ êóðñó ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿíóòà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ïîðîäæåíà ðåêóðåíòíèìè
ñïiââiäíîøåííÿìè ñòiëüòü¹ñiâñüêî¨ ñòðóíè ç óìîâàìè Äiðiõëå íà îáîõ êiíöÿõ ñòðóíè.
Ìè íå ðîçãëÿäà¹ìî ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i ç iíøèìè êðàéîâèìè óìîâàìè òîìó, ùî ¨õ
ðîçâ'ÿçàííÿ íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âèïàäêó óìîâ Äiðiõëå.

Ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à, ùî âiäïîâiäà¹ ïî÷àòêîâî-êðàéîâié
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çàäà÷i, ðîçãëÿíóòié ó ðîçäiëi 2.
Ó ðîçäiëi 4, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðè ðîçâ'ÿçàííi ñïåêòðàëüíî¨

çàäà÷i ó ðîçäiëi 3, äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i
ðîçäiëó 2.

Ó ðîçäiëi 5 ðîçãëÿíóòi ñïåêòðàëüíi çàäà÷i. Ó ïiäðîçäiëi 5.1 ðîçãëÿíóòèé ïåðåõiä âiä
ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i äî ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i ó âèïàäêó òàê çâàíèõ óìîâ Ðîáåíà,
ùî óçàãàëüíþþòü óìîâè Äiðiõëå òà Íîéìàíà. Ó öüìó æ ïiäðîçäiëi ââåäåíi ìíîãî÷ëåíè
Êàóåðà-Ôðàÿ, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíèõ ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü. Ó ïiäðîçäiëi
5.2 äîâåäåíî ÷åðãóâàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ðiçíèõ çàäà÷ ç êðàéîâèìè óìîâàìè Íîéìàíà
òà Äiðiõëå íà êiíöÿõ iíòåðâàëó. Ó ïiäðîçäiëi 5.3 äîâåäåíà òîòîæíiñòü Ëàãðàíæà òà
îñöèëÿöiéíà òåîðåìà Øòóðìà.

Ó ðîçäiëi 6 ðîçâ'ÿçàíi îáåðíåíi çàäà÷i âiäíîâëåííÿ ìàñ íàìèñòèí òà iíòåðâàëiâ
ìiæ íèìè çà ñïåêòðàìè äâîõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ òà ùå îäíèì ïàðàìåòðîì (ïîâíîþ
äîâæèíîþ àáî ïîâíîþ ìàñîþ).

Ðîçäië 7 - öå äîäàòîê, â ÿêîìó îïèñàíi îñíîâè òåîði¨ ðàöiîíàëüíèõ ñòiëüòü¹ñiâñüêèõ
ôóíêöié.

2 Ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à íà iíòåðâàëi

Còiëüòü¹ñiâñüêîþ ñòðóíîþ áóäåìî íàçèâàòè íåâàãîìó íèòêó äîâæèíè l, íà ÿêó
íàíèçàíî ñêií÷åííó êiëüêiñòü n íàìèñòèí, ìàñè ÿêèõ - m1, . . . ,mn. Íàìèñòèíè
çàíóìåðîâàíi ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, ïî÷èíàþ÷è ç ëiâîãî êiíöÿ. Âiäñòàíü ìiæ ëiâèì
êiíöåì òà ïåðøîþ íàìèñòèíîþ ïîçíà÷èìî ÷åðåç l0, âiäñòàíü ìiæ j-îþ íàìèñòèíîþ òà
(j + 1)-îþ ÷åðåç lj, j = 1, . . . , n − 1, à âiäñòàíü ìiæ îñòàííüþ íàìèñòèíîþ òà ïðàâèì

êiíöåì - ÷åðåç ln, çðîçóìiëî, ùî
n∑
k=0

lk = l.

Ðèñ. 1
Ðîçãëÿíåìî ìàëi ïîïåðå÷íi êîëèâàííÿ òàêî¨ ñòðóíè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç vk(t)

ïîïåðå÷íå çìiùåííÿ k-î¨ íàìèñòèíè (k = 1, . . . , n) ó ìîìåíò ÷àñó t, à ÷åðåç v0(t) òà
vn+1(t) ïîïåðå÷íi çìiùåííÿ ëiâîãî òà ïðàâîãî êiíöiâ. Ñòðóíà íàòÿãíóà ç ñèëîþ, ùî
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äîðiâíþ¹ T . ×åðåç αk+1 ïîçíà÷èìî êóò, ÿêèé óòâîðþ¹ iíòåðâàë lk ç âiññþ Ox (äèâ. Ðèñ.
2).

Ðèñ. 2
Òîäi çà äðóãèì çàêîíîì Íüþòîíà (ïðè öüîìó íåõòó¹ìî ñèëîþ òÿæiííÿ) îòðèìó¹ìî

T sinαk+1 − T sinαk = mkv
′′
k(t), (2.1)

äå v′′k(t) - äðóãà ïîõiäíà çà ÷àñîì âiä çìiùåííÿ k-¨ ìàñè, òîáòî ¨¨ ïðèñêîðåííÿ. Äàëi,
íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî T = 1 òà áóäåìî ââàæàòè, ùî sinαk =
αk = tgαk òà cosαk = 1 (òàê çâàíå ëiíiéíå íàáëèæåííÿ). Òàêi êîëèâàííÿ ¹ ìàëèìè,
òîáòî äëÿ âñiõ k âiðíî, ùî vk+1− vk íàáàãàòî ìåíøå, íiæ lk. Çâiñíî, "íàáàãàòî ìåíøå" -
öå òåðìií ç ôiçèêè, à íå ç ìàòåìàòèêè, àëå ìàòåìàòè÷íèé ðîçãëÿä ìè ïî÷èíà¹ìî ëèøå
ïiñëÿ çàâåðøåííÿ êîíñòðóþâàííÿ ôiçè÷íî¨ ìîäåëi . Òîäi

sinαk+1 = tgαk+1 =
vk+1(t)− vk(t)

lk
, (2.2)

sinαk = tgαk =
vk(t)− vk−1(t)

lk
. (2.3)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.2) òà (2.3) ó (2.1), îòðèìó¹ìî íàñòóïíi òðè÷ëåííi ðåêóðåíòíi
ñïiââiäíîøåííÿ:

vk(t)− vk−1(t)
lk−1

−vk+1(t)− vk(t)
lk

+mk
d2vk(t)

dt2
= 0 (k = 1, . . . , n). (2.4)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè êiíöi ñòðóíè çàêðiïëåíi, ùî îïèñàíî ðiâíÿííÿìè

v0(t) = 0, (2.5)

vn+1(t) = 0, (2.6)

ÿêi áóäåìî íàçèâàòè êðàéîâèìè óìîâàìè Äiðiõëå.
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Ðèñ. 3
Ùîá ïîâíiñòþ îïèñàòè ðóõ íàìèñòèí çàäàìî ïî÷àòêîâi óìîâè

vk(0) = v̂k (k = 1, . . . , n), (2.7)

∂vk(t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ṽk, (k = 1, . . . , n), (2.8)

äå v̂k and ṽk äiéñíi ÷èñëà (ïî÷àòêîâi çìiùåííÿ òà ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi íàìèñòèí).
Ó ðîçäiëi 4 ìè äîâåäåìî, ùî çàäà÷à (2.4)�(2.8), ÿêó áóäåìî íàçèâàòè ïî÷àòêîâî-

êðàéîâîþ, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ öüîãî íàì òðåáà ñïî÷àòêó ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòè
òàê çâàíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó.

3 Ñïåêòðàëüíà çàäà÷à íà iíòåðâàëi

Çíéäåìî ÷àñòêîâi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.4). Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi
vk(t) = uke

iλt, äå uk àìïëiòóäà êîëèâàíü k-î¨ ìàñè, à λ - ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð (ç öèì
òåðìiíîì ÷èòà÷è çóñòði÷àëèñü ó êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè). Ïîêè ùî ââàæà¹ìî, ùî λ ìîæå
ïðèéìàòè äîâiëüíi êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ, à äàëi ç'ÿñó¹ìî, ÿêi êîíêðåòíî. Ïiäñòàâèìî
vk(t) = uke

iλt ó (2.4)�(2.6). Òîäi îòðèìà¹ìî òàê çâàíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó

uk − uk−1
lk−1

−uk+1 − uk
lk

− λ2mkuk = 0 (k = 1, . . . , n), (3.1)

u0 = 0, (3.2)

vnj+1 = 0. (3.3)

Óìîâè (3.2) òà (3.3) òàêîæ íàçèâàþòü óìîâàìè Äiðiõëå, à çàäà÷ó (3.1)�(3.3)
(ñïåêòðàëüíîþ) çàäà÷åþ Äiðiõëå-Äiðiõëå. Öþ çàäà÷ó ìîæíà ïîäàòè ó ìàòðè÷íié
ôîðìi. Äëÿ öüãî ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ (òàêà ìàòðèöÿ íàëåæèòü äî, òàê çâàíèõ,
òðèäiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ßêîái)

A =



1
l0
+ 1

l1
− 1
l1

0 0 ... 0 0 0

− 1
l1

1
l1
+ 1

l2
− 1
l2

0 ... 0 0 0

0 − 1
l2

1
l2
+ 1

l3
− 1
l3

... 0 0 0

... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... − 1

ln−2

1
ln−2

+ 1
ln−1

− 1
ln−1

0 0 0 0 ... 0 − 1
ln−1

1
ln−1

+ 1
ln


,

äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ

B = diag{m1,m2, ...,mn} =


m1 0 0 0 ... 0
0 m2 0 0 ... 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... mn

 ,
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òà âåêòîð (ñòîâïåöü) Y = {u1, u2, ..., un}T . Òîäi ðiâíÿííÿ (3.1) ìîæåìî ïîäàòè ó âèãëÿäi

(A− λ2B)Y = 0. (3.4)

Íàñ öiêàâèòü íåòðèâiàëüíèé ðîçâÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.4), ÿêèé iñíó¹ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âèçíà÷íèê ñèñòåìè äîðiâíþ¹ íóëþ:

det(A− λ2B) = 0. (3.5)

Ëiâà ÷àòèíà öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíi 2n. Çà íàñëiäêîì îñíîâíî¨ òåîðåìè
àëãåáðè (äèâ., íàïðèêëàä, [7]) öåé ìíîãî÷ëåí ìà¹ 2n êîðåíiâ. Öi êîðåíi ¹ âëàñíèìè
çíà÷åííÿìè çàäà÷i (3.1)�(3.3), àáî, iíàêøå êàæó÷è, âëàñíèìè çíà÷åííÿìè êâàäðàòè÷íî¨
îïåðàòîðíî¨ â'ÿçêèA−λ2B (ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿA−λ2B íàëåæèòü äî êëàñó êâàäðàòè÷íèõ,
áî ìiñòèòü äîäàíîê ç λ2).

Îçíà÷åííÿ 3.1. Âèðàç λF1+F0, äå λ - ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð, à F1 òà F0 - êâàäðàòíi
ìàòðèöi, íàçèâàþòü ëiíiéíîþ îïåðàòîðíîþ (ìàòðè÷íîþ) â'ÿçêîþ. Âèðàç λ2F2 + λF1 +
F0, äå F2, F1 òà F0 - êâàäðàòíi ìàòðèöi, íàçèâàþòü êâàäðàòè÷íîþ îïåðàòîðíîþ
(ìàòðè÷íîþ) â'ÿçêîþ. Íåõàé L(λ) îïåðàòîðíà â'ÿçêà (ëiíiéíà àáî êâàäðàòè÷íà).
Çíà÷åííÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðó λ, çà ÿêîãî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
L(λ)Y = 0, íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì, à âiäïîâiäíèé íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (àáî
ðîçâ'ÿçêè) - âëàñíèì âåêòîðîì (àáî âëàñíèìè âåêòîðàìè).

Òåîðåìà 3.2. Ìàòðèöi B òà A ñèììåòðè÷íi òà äîäàòíi. Âëàñíi çíà÷åííÿ
ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ ëiíiéíî¨ â'ÿçêè A−zB, òîáòî ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i (3.1) �(3.3) çi
ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðîì z = λ2, äîäàòíi òà ïðîñòi (òîáòî ãåîìåòðè÷íî òà àëãåáðà¨÷íî
îäíîêðàòíi).

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ âiäíîñíî ìàòðèöi B î÷åâèäíi. Ñèìåòðiÿ ìàòðèöi A
î÷åâèäíà. Äëÿ âåêòîðiâ Y = (u1, . . . , un)

T 6= 0 òà Y ∗ = (u1, . . . , un) çíàõîäèìî ñêàëÿðíèé
äîáóòîê

Y ∗AY =
n−1∑
j=1

1

lj
|uj|2 +

n−1∑
j=1

1

lj
|uj+1|2 +

1

l0
|u1|2 +

1

ln
|un|2

−
n−1∑
j=1

1

lj
(ujuj+1 + ujuj+1) ≥

1

l0
|u1|2 +

1

ln
|un|2 +

n−1∑
j=1

1

lj
|uj+1 − uj|2.

Âñi äîäàíêè â îñòàííüîìó âèðàçi íåâiä'¹ìíi. �õ ñóìà íåâiä'¹ìíà i äîðiâíþ¹ íóëþ òiëüêè ó
ðàçi u1 = u2 = ... = un = 0, òîáòî Y = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A äîäàòíà. Êðiì òîãî,
íèæíÿ ëiâà ïiäìàòðèöÿ ðîçìiðó (n− 1)× (n− 1) ìàòðèöi A− zB ¹ âåðõíüîþ òðèêóòíîþ
ç íåíóëüîâèìè äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè, ùî îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî z ∈ C ðàíã
ìàòðèöi A − zB íå ìåíøèé íiæ n − 1. Îòæå, âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ïðîñòi. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Ëåìà 3.3. Âëàñíi âåêòîðè âÿçêè A− zB ëiíiéíî íåçàëåæíi.
Äîâåäåííÿ. Ïî ïåðøå çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ìàòðèöÿ B äîäàòíà (áóäåìî ïèñàòè

öå òàê: B > 0), òî iñíó¹ ìàòðèöÿ B−
1
2 > 0. Òîäi, ÿêùî Y - âëàñíèé âåêòîð, ùî

âiïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ z âÿçêè A−zB, òî Ỹ := B
1
2Y ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi

Ã = B−
1
2AB−

1
2 , ùî âiäïîâiäà¹ òîìó æ âëàñíîìó çíà÷åííþ z. Âî÷åâèäü, äëÿ äîâåäåííÿ
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òâåðäæåííÿ ëåìè äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi Ã ëiíiéíî íåçàëåæíi.
Òàêå òâåðäæåííÿ ìîæíà çíàéòè ó [6] (ëåìà 1.3.8), àëå ìè íàâåäåìî äîâåäåííÿ.

Áóäåìî äîâîäèòè ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî. Íåõàé Ỹj (j = 1, 2, ..., n) - âëàñíi
âåêòîðè ìàòðèöi Ã, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì λj ëiíiéíî çàëåæíi. Òîäi
iñíóþòü ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ öèõ âåêòîðiâ, ùî äîðiâíþþòü íóëþ. Îáåðåìî ñåðåä
öèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié òàêó, â ÿêié êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ êîåôiöiåíòiâ íàéìåíøà.
Ïîçíà÷èìî öi êîåôiöiåíòè ÷åðåç αk (k = 1, 2, ..., r, r ≤ n), òîáòî

α1Ỹ1 + α1Ỹ2 + ...+ αrỸr = 0. (3.6)

Òóò r > 1, òàê ÿê Ỹj 6= 0 äëÿ âñiõ j ∈ {1, 2, ..., r}. Äëÿ çðó÷íîñòi ìè îáðàëè ïåðøi r
âåêòîðiâ, ÷îãî çàâæäè ìîæíà äîñÿãòè, çìiíþþ÷è íóìåðàöiþ. Òîäi

Ã(α1Ỹ1 + α1Ỹ2 + ...+ αrỸr) = Ãα1Ỹ1 + Ãα1Ỹ2 + ...+ ÃαrỸr =

α1λ1Ỹ1 + α2λ2Ỹ2 + ...+ αrλrỸr = 0. (3.7)

Òåïåð ðiâíÿííÿ (3.6) ïîìíîæèìî íà λr, à ïîòiì âiäíiìåìî éîãî âiä ðiâíÿííÿ (3.7). Òîäi
îòðèìà¹ìî

α1(λ1 − λr)Ỹ1 + α1(λ2 − λr)Ỹ2 + ...+ αr−1(λr−1 − λr)Ỹr = 0.

Îòæå, ìè îòðèìàëè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêà íåòðèâiàëüíà, òàê ÿê
λj 6= λr äëÿ j = 1, 2, ..., r− 1, â ÿêié êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ êîåôiöi¹íòiâ ìåíøà íiæ r, ùî
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Ëåìà äîâåäåíà.

4 Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨

çàäà÷i

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν2j (j = 1, 2, ..., n) âëàñíi çíà÷åííÿ â'ÿçêè A − zB. Òàê ÿê z = λ2,
òî âëàñíi çíà÷åííÿ âÿçêè A − λ2B öå νj (j = ±1,±2, ...,±n). Òóò íàì áóëî äîöiëüíî
çàíóìåðóâàòè âëàñíi çíà÷åííÿ âÿçêè A− λ2B òàê, ùî ν−j = −νj. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Yj =



u
(j)
1

u
(j)
2

.

.

.

u
(j)
n


(j = 1, 2, ..., n) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì ν2j (j = 1, 2, ..., n)
âÿçêè A− zB. Â ÿêîñòi âëàñíîãî âåêòîðà, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ−j = −λj
âÿçêè A − λ2B ìîæíà âçÿòè âåêòîð Yj, ÿêèé ¹ âëàñíèì âåêòîðîì, ùî âiäïîâiäà¹
âëàñíîìó çíà÷åííþ λj. Òîìó â ÿêîñòi âëàñíèõ âåêòîðiâ â'ÿçêè A−λ2B, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíèì çíà÷åííÿì νj (j = −n,−(n − 1), ...,−1, 1, 2, ..., n) ìîæíà âçÿòè âåêòîðè
Yn, Yn−1, ..., Y1, Y1, Y2, ..., Yn.
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Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.4)�(2.8) ó âèãëÿäi

V (t) =


v1(t)
v2(t)
.
.
.

vn(t)

 =
n∑

j=−n,j 6=0

CjYje
iλjt, (4.1)

äå Cj - äåÿêi còàëi.
Çà áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ñòàëèõ Cj âåêòîð-ôóíêöiÿ V (t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.4) òà

êðàéîâi óìîâè (2.5) òà (2.6). Îòæå, ïiäñòàâèìî (4.1) ó (2.7) òà (2.8). Òîäi îòðèìà¹ìî

n∑
j=−n,j 6=0

CjYj = V̂ , (4.2)

n∑
j=−n,j 6=0

iλjCjYj = Ṽ , (4.3)

äå V̂ := {v̂1, v̂2, ..., v̂n}T òà Ṽ := {ṽ1, ṽ2, ..., ṽn}T . Ìàòðèöÿ ñèñòåìè (4.2), (4.3) ìà¹ âèãëÿä(
Yn Yn−1 ... Y1 Y1 Y2 ... Yn

−iλnYn0 −iλn−1Yn−1 ... −iλ1Y1 iλ1Y1 iλ2Y2 ... iλnYn

)
.

Äîâåäåìî, ùî âèçíà÷íèê öi¹¨ ìàòðèöi íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Äëÿ öüîãî âiäíiìåìî âiä
îñòàííüîãî ñòîâïöÿ âèçíà÷íèêà ïåðøèé, âiä ïåðåäîñòàííüîãî âiäíiìåìî äðóãèé i òàê
äàëi. Òîäi îòðèìà¹ìî∣∣∣∣ Yn Yn−1 ... Y1 Y1 Y2 ... Yn

−iλnYn0 −iλn−1Yn−1 ... −iλ1Y1 iλ1Y1 iλ2Y2 ... iλnYn

∣∣∣∣ = (4.4)

∣∣∣∣ Yn Yn−1 ... Y1 0 0 ... 0
−iλnYn0 −iλn−1Yn−1 ... −iλ1Y1 2iλ1Y1 2iλ2Y2 ... 2iλnYn

∣∣∣∣ .
Ó îñòàííüîìó âèçíà÷íèêó ëiâèé âåðõíié ìiíîð ìà¹ âèãëÿä

|Yn Yn−1 ... Y1| .

Öåé ìiíîð íå äîðiâíþ¹ íóëþ, áî çãiäíî ç Ëåìîþ 3.3 éîãî ñòîâïöi ëiíiéíî íåçàëåæíi. Ç
öi¹¨ æ ïðè÷èíè íå äîðiâíþ¹ íóëþ ïðàâèé íèæíié ìiíîð

|2iλ1Y1 2iλ2Y2 ... 2iλnYn| .

Ìàòðèöÿ ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (4.4) íàëåæèòü äî êëàñó íèæíiõ êâàçiòðèêóòíèõ
(äèâ. [9] ñòð. 53) i, çãiäíî ç âèêëàäåíèì òàì, âèçíà÷íèê òàêî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ äîáóòêó
âèçíà÷íèêiâ äiàãîíàëüíèõ áëîêiâ. Îòæå, ó íàøîìó âèïàäêó âèçíà÷íèê íå äîðiâíþ¹
íóëþ. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà (4.2), (4.3) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
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5 Ñïåêòðàëüíi çàäà÷i ç ðiçíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

5.1 Êðàéîâi çàäà÷i ç ðiçíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

Íàøà öiëü ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi íåòðèâiàëüíîãî ðîçâÿçêó (u0, u1, . . . , un+1) ðiâíÿííÿ
(3.1), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíi êðàéîâi óìîâè, îäíó íà ëiâîìó êiíöi, à äðóãó - íà ïðàâîìó.
Íàïðèêëàä, òàêèìè óìîâàìè ìîæóòü áóòè óìîâè Äiðiõëå (2.5), (2.6), àëå öiëêîì ôiçè÷íî
îáãðóíòîâàíèìè ¹ óìîâè Íîéìàíà

v0(t) = v1(t) (5.1)

íà ëiâîìó êiíöi òà
vn(t) = vn+1(t) (5.2)

íà ïðàâîìó. Âîíè îçíà÷àþòü, ùî âiäïîâiäíèé êiíåöü ñòðóíè ìîæå âiëüíî ðóõàòèñü ó
íàïðÿìi, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî ñòàíó ðiâíîâàãè ñòðóíè.

Áiëüø çàãàëüíà óìîâà Ðîáåíà

v0(t) = cv1(t) (5.3)

ç c ∈ [0, 1] òàêîæ ìà¹ ôiçè÷íèé çìiñò íà ÿêîìó ìè çóïèíÿòèñÿ íå áóäåìî.
ßê ìè áà÷èëè ïðè ðîçâÿçàííi ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i Äiðiõëå-Äiðiõëå ïåðåõiä äî

âiäïîâiäíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i âèÿâèâñÿ öiëêîì âèïðàâäàíèì (äèâ. Ðîçäië 4). Òàêà æ
ñèòóàöiÿ - ó âèïàäêó iíøèõ êðàéîâèõ óìîâ. Òîìó äàëi ìè çîñåðåäèìîñÿ íà ñïåêòðàëüíèõ
çàäà÷àõ.

Çàóâàæåííÿ. Çíà÷åííÿ λ ∈ C, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íàçèâàþòü
âëàñíèìè çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i, à ìíîæèíó âëàñíèõ çíà÷åíü
- ñïåêòðîì ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð λ òðàïëÿ¹òüñÿ ó
êâàäðàòi â ðiâíÿííi (3.1), ìà¹ ñåíñ çàìiíèòè λ2 íà z. Òîäi áóäåìî íàçèâàòè ÷èñëî
z ∈ C õàðàêòåðèñòè÷íèì çíà÷åííÿì âiäïîâiäíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i, ÿêùî âiäïîâiäíà
ñïåêòðàëüíà çàäà÷à ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâÿçîê. Âî÷åâèäü, ÷èñëî λ ∈ C ¹ âëàñíèì
çíà÷åííÿì òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè z = λ2 ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì çíà÷åííÿì, i â
öüîìó âèïàäêó −λ òàêîæ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì. Òîìó âëàñíi çíà÷åííÿ îäíîçíà÷íî
âèçíà÷àþòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèìè çíà÷åííÿìè.

Óìîâà íà ëiâîìó êiíöi ó ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷àõ, ùî âiäïîâiäà¹ óìîâi (5.3) ìà¹ âèãëÿä

u0 = cu1 (c ∈ R). (5.4)

Òîäi ç u1 = 0 âèïëèâà¹ u0 = 0, i ïîñëiäîâíà ïiäñòàíîâêà ó (3.1) äà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâÿçîê

0 = u0 = u1 = · · · = un+1.

Çàçíà÷èìî, ùî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäà¹ ñòàíó ðiâíîâàãè ñòðóíè, òîáòî
âiäñóòíîñòi êîëèâàíü.

Âðàõîâóþ÷è âèùåíàâåäåíå, ïðè ïîøóêó íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó áóäåìî ââàæàòè,
ùî u1 6= 0, øóêàþ÷è íåòðèâiàëüíèé ðîçâÿçîê. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ z ∈ C òà u1 6= 0,
ðiâíÿííÿ (3.1) ç óìîâîþ (5.4) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê, ÿêèé ìîæå áóòè ïîäàíèé ó âèãëÿäi

uk = R2k−2(z, c)u1 (k = 0, . . . , n+ 1). (5.5)
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Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.5) ó (3.1), îòðèìà¹ìî

R2k−2(z, c)−R2k−4(z, c)

lk−1
−R2k(z, c)−R2k−2(z, c)

lk
= mkzR2k−2(z, c)

äëÿ k = 1, . . . , n. Çàïðîâàäæóþ÷è

R2k−1(z, c) =
R2k(z, c)−R2k−2(z, c)

lk
(k = 0, . . . , n), (5.6)

îòðèìó¹ìî
R2k−1(z) = R2k−3(z)−mkzR2k−2(z) (k = 1, . . . , n). (5.7)

Äëÿ ðîçâÿçàííÿ ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü (5.6) òà (5.7) âàðòî âðàõóâàòè, ùî
ðiâíÿííÿ (5.5) äëÿ k = 1 äà¹

R0(z, c) = 1. (5.8)

Ç óìîâ (5.4) i (5.5) âèïëèâà¹
R−2(z, c) = c. (5.9)

Òîäi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (5.6) òà (5.7) ç óìîâàìè (5.8) òà (5.9) ìàþòü ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê Rk(z, c) (k = −1, 1, 2, . . . , 2n). Ñïðàâäi,

R−1(z, c) =
1− c
l0

, (5.10)

òà äëÿ R1(z, c), . . . , R2n(z, c), ðiâíÿííÿ (5.7) âiäïîâiäà¹ íåïàðíèì iíäåêñàì, à ðiâíÿííÿ
(5.6) - ïàðíèì. Ëåãêî ïîìiòèòè çà iíäóêöi¹þ, ùî R2k−1(·, c) òà R2k(·, c) ìíîãî÷ëåíè
ñòåïåíi k äëÿ k = 0, . . . , n. Ç ðiâíÿííÿ (5.7) ïðè z = 0 òà ðiâíÿííÿ (5.10) âèïëèâà¹, ùî

R2n−1(0, c) = R2n−3(0, c) = · · · = R−1(0, c) =
1− c
l0

. (5.11)

Òîäi ç (5.7) òà (5.10) îòðèìó¹ìî

R2k(0, c) =
k∑
j=1

ljR2j−1(0, c) +R0(0, c) = 1 +
1− c
l0

k∑
j=1

lj . (5.12)

Çîêðåìà,

R2n(0, c) = c+ (1− c) l
l0
. (5.13)

Ìíîãî÷ëåíè Rk (k = −2, . . . , 2n) áóäåìî íàçèâàòè ìíîãî÷ëåíàìè Êàóåðà-Ôðàÿ äëÿ
ðiâíÿíü (3.1), (5.4).

Ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (5.6), (5.7) äàþòü

R2k(z, c)

R2k−1(z, c)
= lk +

R2k−2(z, c)

R2k−1(z, c)

= lk +
R2k−2(z, c)

R2k−3(z, c)−mkzR2k−2(z, c)

= lk +
1

−mkz +
R2k−3(z, c)

R2k−2(z, c)
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äëÿ k = 1, . . . , n, ùî ïðèâîäèòü äî

R2k(z, c)

R2k−1(z, c)
= lk +

1

−mkz +
1

R2k−2(z, c)

R2k−3(z, c)

äëÿ k = 2, . . . , n. Ïîñëiäîâíà ïiäñòàíîâêà òà âèêîðèñòàííÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (5.8), (5.9)
ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

R2n(z, c)

R2n−1(z, c)
= ln +

1

−mnz +
1

ln−1 +
1

−mn−1z + . . .+
1

l1 +
1

−m1z +
1− c
l0

. (5.14)

Çàóâàæåííÿ

1. Çðîçóìiëî, ùî êîðåíi ìíîãî÷ëåíó R2n−1(z, c), òîáòî ïîëþñè ëàíöþãîâîãî äðîáó,
ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (5.14), íå çàëåæàòü âiä ln.

2. ßêùî c = 1, òî êîðåíi ìíîãî÷ëåíà R2n(z, 1) òàê ñàìî, ÿê i êîðåíi ìíîãî÷ëåíà
R2n−1(z, 1) íå çàëåæàòü âiä l0, òàê ÿê ïðàâà ÷àñòèíà (5.14) íå çàëåæèòü âiä l0.

3. Íåõàé çàäàíi η > 0 òà äàíi ñòðóíè - (mk)
n
k=1 òà (lk)

n
k=0. Ïîçíà÷èìî çåðåç m̃k =

η−1mk (k = 1, . . . , n) òà l̃k = ηlk (k = 0, . . . , n). Ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíi ìíîãî÷ëåíè
Êàóåðà-Ôðàÿ ÷åðåç R̃2n(z, c) òà R̃2n−1(z, c). Òîäi î÷åâèäíî, ùî

R̃2n(z, c)

R̃2n−1(z, c)
= η

R2n(z, c)

R2n−1(z, c)
.

Çîêðåìà, êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ R̃2n(z, c) òà R2n(z, c) ñïiâïàäàþòü òàê ñàìî, ÿê i êîðåíi
R̃2n−1(·, c) òà R2n−1(·, c).

4. Äëÿ áóäü-ÿêîãî c ∈ R òîòîæíiñòü Rk(z, c) = (1−c)Rk(z, 0)+cRk(z, 1) ¹ âiðíîþ ïðè
k = −1, 2 çàâäÿêè (5.8) òà (5.10), i òîìó öÿ òîòîæíiñòü òàêîæ âiðíà ïðè k = 1, . . . , 2n
çàâäÿêè (5.6) and (5.7).

Ëåìà 5.1. Ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Êàóåðà-Ôðàÿ ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi(

R2k−1(z, c)
R2k(z, c)

)
=

(
1 −mkz
lk 1− lkmkz

)(
R2k−3(z, c)
R2k−2(z, c)

)
(k = 1, . . . , n). (5.15)

Äîâåäåííÿ. Ç (5.6) îòðèìó¹ìî(
R2k−1(z, c)
R2k(z, c)

)
=

(
R2k−1(z, c)

lkR2k−1(z, c) +R2k−2(z, c)

)
=

(
1 0
lk 1

)(
R2k−1(z, c)
R2k−2(z, c)

)
,
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òà (5.7) äà¹ (
R2k−1(z, c)
R2k−2(z, c)

)
=

(
R2k−3(z, c)−mkz, cR2k−2(z, c)

R2k−2(z, c)

)
=

(
1 −mkz
0 1

)(
R2k−3(z, c)
R2k−2(z, c)

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíÿííÿ îòðèìó¹ìî (5.15). Òåîðåìà äîâåäåíà.
Ðîçãëÿíåìî òðèäiàãîíàëüíó ìàòðèöþ

Adc =



1−c
l0

+ 1
l1

− 1
l1

0 0 ... 0 0 0

− 1
l1

1
l1
+ 1

l2
− 1
l2

0 ... 0 0 0

0 − 1
l2

1
l2
+ 1

l3
− 1
l3

... 0 0 0

... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... − 1

ln−2

1
ln−2

+ 1
ln−1

− 1
ln−1

0 0 0 0 ... 0 − 1
ln−1

1
ln−1

+ 1−d
ln


,

òà óìîâó
un+1 = dun. (5.16)

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ëåãêî ïåðåâiðèòè.
Ëåìà 5.2. Íåõàé c, d ≥ 0, z ∈ C òà Y = (u1, . . . , un)

T ∈ Cn \ {0}. Âèçíà÷èìî u0 òà
un+1 çãiäíî ç (5.4) òà (5.16) âiäïîâiäíî. Òîäi (3.1) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(Adc − zM)Y = 0,

äå M = diag(m1, . . . ,mn).
Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à (3.1), (5.4), (5.16) ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè det(Adc − zM) = 0. Ìíîãî÷ëåíè z 7→ det(Adc − zM) òà λ 7→ det(Adc − λ2M),
à òàêîæ áóäü-ÿêèé ¨õ äîáóòîê íà íåíóëüîâó ñòàëó áóäåìî íàçèâàòè õàðàêòåðèñòè÷íèìè
ìíîãî÷ëåíàìè çàäà÷i (3.1), (5.4), (5.16). Äàëi çàâæäè áóäå çðîçóìiëî ç òåêñòó, ÿêèé ç öèõ
ìíîãî÷ëåíiâ ìà¹òüñÿ íà óâàçi. ×èñëà λ, äëÿ ÿêèõ det(Adc − λ2M) = 0, áóäåìî íàçèâàòè
âëàñíèìè çíà÷åííÿìè çàäà÷i (3.1), (5.4), (5.16), â òîé ÷àñ ÿê ÷èñëà z, äëÿ ÿêèõ det(Adc −
zM) = 0, áóäåìî íàçèâàòè õàðàêòåðèñòè÷íèìè çíà÷åííÿìè (3.1), (5.4), (5.16). Òàêèì
÷èíîì, âëàñíi òà õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ öå êîìïëåêñíi ÷èñëà (çîêðåìà, öå ìîæóòü
áóòè äiéñíi ÷èñëà) çà ÿêèõ çàäà÷à (3.1), (5.4), (5.16) ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Â
öüîìó ðîçäiëi âëàñíi çíà÷åííÿ âèíèêàþòü ïàðàìè (λ,−λ), òîìó äîñòàòíüî òà çðó÷íiøå
ðîçãëÿäàòè õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ z = λ2.

Ëåìà 5.3. Íåõàé c, d ∈ [0, 1]. Ìàòðèöÿ Adc ñèìåòðè÷íà òà íåâiä'¹ìíà, à âëàñíi
çíà÷åííÿ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ Adc − zM çi ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðîì z ïðîñòi òà
íåâiä¹ìíi. ×èñëî 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè c = 1 òà d = 1.

Äîâåäåííÿ Ñèìåòðiÿ ìàòðèöi Adc î÷åâèäíà. Äëÿ Y = (u1, . . . , un)
T 6= 0 òà Y ∗ =

(u1, . . . , un) çíàõîäèìî

Y ∗AdcY =
n−1∑
j=1

1

lj
|uj|2 +

n−1∑
j=1

1

lj
|uj+1|2 +

1− c
l0
|u1|2 +

1− d
ln
|un|2

−
n−1∑
j=1

1

lj
(ujuj+1 + ujuj+1) ≥

1− c
l0
|u1|2 +

1− d
ln
|un|2 +

n−1∑
j=1

1

lj
|uj+1 − uj|2.

13



Öå îçíà÷à¹, ùî Adc íåâiä¹ìíà òà âîíà ¹ äîäàòíîþ ïðè c 6= 1 àáî d 6= 1. Îñêiëüêè
A1

1(1, . . . , 1)
T = 0, òî 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i, êîëè c = 1 òà d = 1.

Êðiì òîãî, íèæíÿ ëiâà (n−1)×(n−1) ïiäìàòðèöÿ ìàòðèöi Adc−zM ¹ âåðõíüîþ òðèêóòíîþ
ç íåíóëüîâèìè äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ C ðàíã
ìàòðèöi Adc − zM íå ìåíøèé, íiæ n − 1. Òîìó âñi âëàñíi çíà÷åííÿ - ïðîñòi. Ëåìà
äîâåäåíà.

5.2 Êðàéîâi óìîâè Äiðiõëå òà Íîéìàíà

5.2.1 Êðàéîâà óìîâà Äiðiõëå íà ëiâîìó êiíöi

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ëiâèé êiíåöü ñòðóíè çàêðiïëåíèé, òîáòî,

v0(t) = 0. (5.17)

Öå ïðèçâîäèòü äî óìîâè Äiðiõëå
u0 = 0, (5.18)

òîáòî äî óìîâè (5.4) ç c = 0.
Çàäà÷à Äiðiõëå-Äiðiõëå. ßêùî ïðàâèé êiíåöü ñòóíè òàêîæ çàêðiïëåíèé, òî

êðàéîâà óìîâà Äiðiõëå íà ïðàâîìó êiíöi

un+1 = 0 (5.19)

çàâäÿêè (5.5) åêâiâàëåíòíà
R2n(z, 0) = 0. (5.20)

Òîìó R2n(λ
2, 0) - õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí çàäà÷i (3.1) ç óìîâàìè Äiðiõëå-Äiðiõëå

(5.18), (5.19). Öå îçíà÷à¹, ùî õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ öi¹¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i ¹
êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà R2n(z, 0).

Ëåìà 5.4. Êîðåíi ìíîãî÷ëåíà R2n(z, 0) äiéñíi, äîäàòíi i ïðîñòi. Ïîçíà÷èâøè ¨õ νk,
k = 1, . . . , n, ç νk < νk+1 ïðè k = 1, . . . , n− 1, îòðèìó¹ìî

R2n(z, 0) =
l

l0

n∏
k=1

(
1− z

νk

)
. (5.21)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè óìîâà (5.19) ¹ óìîâîþ (5.16) ç d = 0, ðîçòàøóâàííÿ êîðåíiâ
ìèòò¹âî âèïëèâà¹ ç Ëåì 5.2 òà 5.3 ç c = 0 òà d = 0. Íàðåøòi ìè ïîìi÷à¹ìî, ùî çàâäÿêè
(5.13) ëiâà ÷àñòèíà òà ïðàâà ÷àñòèíà (5.21) ñïiâïàäàþòü ïðè z = 0. Ëåìà äîâåäåíà.

Çàäà÷à Äiðiõëå-Íîéìàíà. Òåïåð ïðàâèé êiíåöü ñòðóíè ìîæå âiëüíî ðóõàòèñü ó
íàïðÿìi, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî ñòàíó ðiâíîâàãè ñòðóíè. Òîäi

vn+1(t) = vn(t). (5.22)

Öå ïðèçâîäèòü äî óìîâè Íîéìàíà
un+1 = un, (5.23)

ÿêà åêâiâàëåíòíà
R2n−1(z, 0) = 0 (5.24)

çàâäÿêè (5.5) òà (5.6). Öå îçíà÷à¹, ùî R2n−1(z, 0) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì
çàäà÷i (3.1) ç óìîâàìè Äiðiõëå-Íîéìàíà (5.23), (3.2).
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Ëåìà 5.5. Êîðåíi ìíîãî÷ëåíà R2n−1(z, 0) äiéñíi, äîäàòíi òà ïðîñòi. ßêùî ïîçíà÷èòè
¨õ ÷åðåç µk, k = 1, . . . , n ç µk < µk+1 äëÿ k = 1, . . . , n− 1, òî

R2n−1(z, 0) =
1

l0

n∏
k=1

(
1− z

µk

)
. (5.25)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè óìîâà (5.23) ¹ óìîâîþ (5.16) ç d = 1, ðîçòàøóâàííÿ êîðåíiâ
áåçïîñåðåäíüþ âèïëèâà¹ ç Ëåì 5.2 òà 5.3 ç c = 0 òà d = 1. Íàðåøòi ìè áà÷èìî, ùî ëiâà
òà ïðàâà ÷àñòèíè (5.25) ñïiâïàäàþòü ïðè z = 0 çàâäÿêè (5.13). Ëåìà äîâåäåíà.

5.2.2 Óìîâà Íîéìàíà íà ëiâîìó êiíöi

Íåõàé òåïåð ëiâèé êiíåöü ñòðóíè ìîæå âiëüíî ðóõàòèñü ó íàïðÿìi, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó
äî ñòàíó ðiâíîâàãè ñòðóíè. Òîäi ìà¹ìî óìîâó Íîéìàíà

u0 = u1, (5.26)

òîáòî óìîâó (5.4) ç c = 1.
Çàäà÷à Íîéìàíà-Äiðiõëå. ßêùî ïðàâèé êiíåöü ñòðóíè çàêðiïëåíèé, òî óìîâà

Äiðiõëå íà íüîìó (5.4) çàâäÿêè (5.5) äà¹ íàì

R2n(z, 1) = 0. (5.27)

Òàêèì ÷èíîì R2n(z, 1) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì çàäà÷i (3.1) ç óìîâàìè
Íîéìàíà-Äiðiõëå (5.26), (3.2).

Îñêiëüêè çàäà÷à Íîéìàíà-Äiðiõëå - öå òå æ ñàìå, ùî é çàäà÷à Äiðiõëå-Íîéìàíà
ç îáåðíåíèì ïîðÿäêîì iíäåêñóâàííÿ ìàñ òà iíòåðâàëiâ, ç Ëåìè 5.5 òà ôîðìóëè (5.13)
âèïëèâà¹ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 5.6. Êîðåíi ìíîãî÷ëåíà R2n(z, 1) äiéñíi äîäàòíi òà ïðîñòi. ßêùî ¨õ ïîçíà÷èòè
÷åðåç ξk, k = 1, . . . , n ç ξk < ξk+1 äëÿ k = 1, . . . , n− 1, òî

R2n(z, 1) =
n∏
k=1

(
1− z

ξk

)
. (5.28)

Çàäà÷à Íîéìàíà-Íîéìàíà. ßêùî ïðàâèé êiíåöü ñòðóíè ìîæå âiëüíî ðóõàòèñü
ó íàïðÿìi, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî ñòàíó ðiâíîâàãè ñòðóíè, òî óìîâà Íîéìàíà (5.23)
åêâiâàëåíòíà

R2n−1(z, 1) = 0 (5.29)

çàâäÿêè (5.5) òà (5.6). Òàêèì ÷èíîì R2n−1(·, 1) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì çàäà÷i
(3.1) ç óìîâàìè Íîéìàíà-Íîéìàíà (5.26), (5.23).

Ëåìà 5.7. Êîðåíi ìíîãî÷ëåíà R2n−1(·, 1) äiéñíi, íåâiä'¹ìíi, ïðîñòi òà R2n−1(0, 1) = 0.
Ïîçíà÷èâøè ¨õ ÷åðåç ζk, k = 1, . . . , n ç ζk < ζk+1 äëÿ k = 1, . . . , n − 1, ìà¹ìî, ùî ζ1 = 0
òà

R2n−1(z, 1) = −

(
n∑
k=1

mk

)
z

n∏
k=2

(
1− z

ζk

)
. (5.30)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè óìîâà (5.23) ¹ óìîâîþ (5.16) ç d = 1, ðîçòàøóâàííÿ êîðåíiâ
áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç Ëåì 2.5 òà 2.6 ç c = 1 òà d = 1. Äèôåðåíöiþ÷è ðiâíÿííÿ (5.7)
òà âðàõîâóþ÷è (5.12), îòðèìó¹ìî

R′2k−1(0, 1) = R′2k−3(0, 1)−mk
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äëÿ k = 1, . . . , n. Ïîñëiäîâíî âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíÿííÿ òà âðàõîâóþ÷è, ùî
R′−1(0, 1) = 0 (äèâ. (5.10)), îòðèìó¹ìî

R′2n−1(0, 1) = −
n∑
k=1

mk,

ç ÷îãî âèïëèâà¹ (5.30). Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 5.8. Íåõàé R−k (z, c) ìíîãî÷ëåí Êàóåðà-Ôðàÿ äëÿ òi¹¨ æ ñòðóíè, àëå

ïðîòèëåæíî îði¹íòîâàíî¨. Òîäi

lnR
−
2n(z, 0) = l0R2n(z, 0), (5.31)

lnR
−
2n−1(z, 0) = R2n(z, 1), (5.32)

R−2n(z, 1) = l0R2n−1(z, 0), (5.33)

R−2n−1(z, 1) = R2n−1(z, 1). (5.34)

Äîâåäåííÿ. Êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ R2n(z, 0) òà R−2n(z, 0) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè
çíà÷åííÿìè çàäà÷i Äiðiõëå-Äiðiõëå äëÿ âèõiäíî¨ òà äëÿ ïðîòèëåæíî ñïðÿìîâàíî¨ ñòðóíè.
Îòæå, îäèí ç öèõ ìíîãî÷ëåíiâ äîðiâíþ¹ äðóãîìó, ïîìíîæåíîìó íà íåíóëüîâó ñòàëó. Òîäi
(5.31) ñëiäó¹ ç (5.13).

Êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ R2n(z, 1) òà R
−
2n−1(z, 0) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè çíà÷åííÿìè çàäà÷i

Íîéìàíà-Äiðiõëå äëÿ âèõiäíî¨ ñòðóíè, ÿêà òàêîæ ¹ çàäà÷åþ Äiðiõëå-Íîéìàíà äëÿ
ñòðóíè, ïðîòèëåæíî¨ îði¹íòàöi¨. Öå çíà÷èòü, ùî îäèí ç öèõ ìíîãî÷ëåíiâ äîðiâíþ¹
äðóãîìó, ïîìíîæåíîìó íà íåíóëüîâó ñòàëó. Òîìó (5.32) âèïëèâà¹ ç (5.11) òà (5.13).

Òîòîæíiñòü (5.33) ¹ òîòîæíiñòþ (5.32) äëÿ ñòðóíè ïðîòèëåæíî¨ îði¹íòàöi¨.
Êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ R2n−1(z, 1) òà R−2n−1(z, 1) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè çíà÷åííÿìè

çàäà÷i Íîéìàíà-Íîéìàíà ÿê äëÿ âèõiäíî¨ ñòðóíè, òàê i äëÿ ñòðóíè ïðîòèëåæíî¨
îði¹íòàöi¨. Îòæå, öi ìíîãî÷ëåíè âiäðiçíÿþòüñÿ íåíóëüîâèì ñòàëèì ìíîæíèêîì. Òîäi
(5.34) âèïëèâà¹ ç (5.30). Ëåìà äîâåäåíà.

5.2.3 ×åðãóâàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü

Ëåìà 5.9. Õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ ÷åðãóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

0 < µ1 < ν1 < · · · < µn < νn; (5.35)

0 < ξ1 < ν1 < · · · < ξn < νn; (5.36)

0 = ζ1 < µ1 < · · · < ζn < µn; (5.37)

0 = ζ1 < ξ1 < · · · < ζn < ξn. (5.38)

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè (5.14) òà Ëåìi 7.18 ìè çíà¹ìî, ùî R2n(z,c)
R2n−1(z,c)

¹ ðàöiîíàëüíîþ
S-ôóíêöi¹þ äëÿ c = 0 òà c = 1. Îòæå, âëàñòèâîñòi (5.35) òà (5.36) âèïëèâàþòü ç Ëåìè
7.17. Ìiíÿþ÷è ìiñöÿìè êiíöi ñòðóíè, ïîìiíÿ¹ìî ðîëi µk òà ξk i îòðèìà¹ìî (5.37) òà
(5.38). Ëåìà äîâåäåíà.

5.3 Òîòîæíiñòü Ëàãðàíæà òà îñöèëÿöiéíà òåîðåìà Øòóðìà

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ äèñêðåòíèì àíàëîãîì òîòîæíîñòi Ëàãðàíæà â òåîði¨
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 5.10 [Òîòîæíiñòü Ëàãðàíæà] Äëÿ âñiõ c1, c2 ∈ R òà k = 1, . . . , n,

R2k−1(z, c1)R2k(z, c2)−R2k(z, c1)R2k−1(z, c2) =
c2 − c1
l0

. (5.39)
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Äîâåäåííÿ Ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (5.6) òà (5.7) äàþòü

R2k−1(z, c1)R2k(z, c2)−R2k(z, c1)R2k−1(z, c2)

= R2k−1(z, c1)R2k−2(z, c2)−R2k−2(z, c1)R2k−1(z, c2)

= R2k−3(z, c1)R2k−2(z, c2)−R2k−2(z, c1)R2k−3(z, c2).

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ òà âèêîðèñòîâóþ÷è (5.8) òà (5.9), îòðèìó¹ìî

R2k−1(z, c1)R2k(z, c2)−R2k(z, c1)R2k−1(z, c2)

= R−1(z, c1)R0(z, c2)−R0(z, c1)R−1(z, c2) =
c2 − c1
l0

.

Â òåðìiíàõ ðîçäiëó 5.1.1 ïîçíà÷èìî ðîçáèòòÿ X = {0 = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 =
l} iíòåðâàëó [0, l] ÷åðåç

xk = xk−1 + lk−1 (k = 1, . . . , n). (5.40)

Òîäi

xn + ln =
n−1∑
j=0

lj + ln = l = xn+1,

òà (5.40) âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ k = n+ 1. Òîìó

lk = xk+1 − xk (k = 0, . . . , n),

òà (3.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

uk − uk−1
xk − xk−1

− uk+1 − uk
xk+1 − xk

−mkzuk = 0 (k = 1, . . . , n). (5.41)

Íåõàé z ∈ C òà u = (u0, . . . , un+1) - âåêòîð çìiùåíü, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíi
ñïiââiäíîøåííÿ (5.41). Áà÷èìî, ùî áóäü ÿêi äâà ñóñiäíi åëåìåíòè uk òà uk+1 (k = 0, . . . , n)
îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü u. Çîêðåìà, ÿêùî u 6= 0, òî àáî uk 6= 0, àáî uk+1 6= 0 äëÿ
âñiõ k = 0, . . . , n. Âiäïîâiäíèé ðóõ ñòiëüòü¹ñiâñüêî¨ ñòðóíè ïiñëÿ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ
îïèñó¹òüñÿ äiéñíîþ òà óÿâíîþ ÷àñòèíàìè φ(x)eiλt, êîëè λ äiéñíèé ïàðàìåòåð ç z = λ2,
äå x öå âiäñòàíü âiä òî÷êè íà ñòðóíi â ñòàíi ðiâíîâàãè äî ëiâîãî êiíöÿ. Àìïëiòóäíà
ôóíêöiÿ φ ¹ êóñêîâî-ëiíiéíîþ òà íåïåðåðâíîþ, ¨¨ ãðàôiê ñêëàäà¹òüñÿ ç ñåãìåíòiâ ïðÿìî¨,
ùî ç'¹äíóþòü òî÷êè (xk, uk) òà (xk+1, uk+1) äëÿ k = 0, . . . , n. Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ φ
îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçáèòòÿì X òà âåêòîðîì çìiùåíü u, i òîìó ìè ïîçíà÷à¹ìî φ
÷åðåç φX,u.

Òî÷êó x ∈ [0, l] íàçâåìî âóçëîì u, ÿêùî φ(x) = 0. Âóçîë x ∈ (0, l) íàçâåìî
âíóòðiøíiì. Íàïðèêëàä, íà Ðèñ. 3 áà÷èìî îäèí âíóòðiøíié âóçîë.

Çðó÷íî ðîçãëÿäàòè âóçëè ÿê ðîçáèòòÿ ñòiëüòü¹ñiâñüêî¨ ñòðóíè. Äëÿ öüîãî
óçàãàëüíèìî ïîíÿòòÿ ñòiëüòü¹ñiâñüêî¨ ñòðóíè, ÿê òàêî¨, ùî ìîæå ìàòè òî÷êè ðîçáèòòÿ
íóëüîâî¨ ìàñè. Îòæå, íåõàé m ≥ n òà X̃ = {0 = x̃0 < x̃1 < · · · < x̃n < x̃m+1} ðîçáèòòÿ
[0, l] òàêå, ùî X ⊂ X̃. Öå îçíà÷à¹, ùî x̃0 = x0, x̃m+1 = xn+1 òà iñíó¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷à
ïîñëiäîâíiñòü (τk)

n+1
k=0 òàêà, ùî xk = x̃τk ïðè k = 0, . . . , n + 1. Òîäi ïîçíà÷èìî m̃τk = mk

äëÿ k = 1, . . . , n+ 1 òà m̃k = 0, ÿêùî j ∈ {1, . . . ,m}, àëå j 6= τk äëÿ âñiõ k = 1, . . . , n, òà
ðîçãëÿíåìî ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ

ũk − ũk−1
x̃k − x̃k−1

− ũk+1 − ũk
x̃k+1 − x̃k

− m̃kzũk = 0 (k = 1, . . . ,m). (5.42)
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Ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (5.41) òà (5.42) ìàþòü ¹äèíi ðîçâÿçêè: u = (u0, . . . , un+1)
- ïåðøå òà ũ = (ũ0, . . . , ũn+1) - äðóãå, òà çàäîâîëüíÿþòü ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ u0, u1 òà
ũ0, ũ1, âiäïîâiäíî. Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ïîçíà÷èëè âiäïîâiäíi êóñêîâî ëiíiéíi íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ íà [0, l] ÷åðåç φX,u òà φX̃,ũ âiäïîâiäíî. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 5.11. Íåõàé X, u òà X̃ òàêi, ÿê îïèñàíî âèùå òà íåõàé ũ = (ũ0, . . . , ũm+1) -
ðîçâÿçîê (5.42) ç ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè ũ0 = u0 òà

ũ1 = ũ0 +
x̃1
x1

(u1 − u0).

Òîäi φX̃,ũ = φX,u.
Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî çà iíäóêöi¹þ çà k = 1, . . . ,m + 1, ùî ôóíêöi¨ φX̃,ũ òà φX,u

ñïiâïàäàþòü íà iíòåðâàëàõ [0, xk] ç k = 1, . . . , n. Îñêiëüêè

ũ1 − ũ0
x̃1

=
u1 − u0
x1

,

òî îáèäâi ôóíêöi¨ φX̃,ũ òà φX,u - ëiíiéíi íà [0, x̃1], ç îäíàêîâèì ïî÷àòêîâèì çíà÷åííÿì
φX̃,ũ(0) = u0 = φX,u(0) òà îäíàêîâèì íàõèëîì äî îñi x. Ç öüîãî âèïëèâà¹ âiðíiñòü
áàçîâîãî òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨, ÿêùî x̃1 = x1. Iíàêøå, τ1 > 1 òà (5.42) ïðè j = 1, . . . , τ1−1
äà¹

ũj+1 − ũj
x̃j+1 − x̃j

=
ũj − ũj−1
x̃j − x̃j−1

,

òîáòî, âñi ñåãìåíòè ïðÿìèõ íà ãðàôiêó φX̃,ũ ìiæ 0 òà x1 ìàþòü îäíàêîâèé íàõèë, òà ìè
âæå çíà¹ìî, ùî öåé íàõèë äîðiâíþ¹ íàõèëó φX,u íà [0, x1]. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî φX̃,ũ
ñïiâïàäà¹ ç φX,u íà [0, x1] òàêîæ êîëè x̃1 6= x1.

Òåïåð íåõàé k ∈ {1, . . . , n} òà ïðèïóñòèìî, ùî φX̃,ũ ñïiâïàäà¹ ç φX,u íà [0, xk]. Òîäi

ũτk+1 − ũτk
x̃τk+1 − x̃τk

=
ũτk − ũτk−1
x̃τk − x̃τk−1

− m̃τkzũτk

=
uk − uk−1
xk − xk−1

−mkzuk

=
uk+1 − uk
xk+1 − xk

,

äå ìè âèêîðèñòàëè òå, ùî çà iíäóêöiéíîþ ãiïîòåçîþ íàõèëè φX̃,ũ òà φX,u ñïiâïàäàþòü íà
[xk−1, xk] i òîìó, i íà [x̃τk−1, xk]. Îòæå, φX̃,ũ òà φX,u ìàþòü îäíàêîâèé íàõèë íà [xk, x̃τk+1]
òà îäíàêîâå ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ uk = ũτk ó òî÷öi xk = x̃τk . Äiþ÷è ÿê ó ïåðøié ÷àñòèíi
äîâåäåííÿ, îòðèìó¹ìî, ùî φX̃,ũ òà φX,u ñïiâïàäàþòü íà [xk, xk+1]. Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 5.12. Íåõàé z1 òà z2 íåâiä'¹ìíi ÷èñëà, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü z2 ≥ z1
òà íåõàé u = (u0, . . . , un+1) òà w = (w0, . . . , wn+1) - ðîçâ'ÿçêè ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü
(3.1) ç λ2 = z1 òà λ2 = z2, âiäïîâiäíî. ßêùî z1 = z2, òî íåõàé öi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíî
íåçàëåæíi. Òîäi ìiæ êîæíèìè äâîìà âóçëàìè u iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí âóçîë w.

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè Ëåìi 5.11 ìîæåìî ââàæàòè, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ùî
âóçëè îáîõ u òà w âêëþ÷åíi ÿê òî÷êè ðîçáèòòÿ. Ç ðiâíÿííÿ (3.1) ìà¹ìî

(uk − uk−1)wk
lk−1

− (uk+1 − uk)wk
lk

−mkz1ukwk = 0

òà
uk(wk − wk−1)

lk−1
− uk(wk+1 − wk)

lk
−mkz2ukwk = 0
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ïðè k = 1, . . . , n òà òîìó,

(uk − uk−1)wk
lk−1

− (uk+1 − uk)wk
lk

− uk(wk − wk−1)
lk−1

+
uk(wk+1 − wk)

lk
−mk(z1 − z2)ukwk = 0,

ùî ìîæíà ñïðîñòèòè äî

−uk−1wk
lk−1

− uk+1wk
lk

+
ukwk−1
lk−1

+
ukwk+1

lk
−mk(z1 − z2)ukwk = 0. (5.43)

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî xk1 òà xk2 , 0 ≤ k1 < k2 ≤ n + 1 - ñóñiäíi âóçëè u. Îñêiëüêè
u 6= 0, òî ìà¹ìî k2 6= k1 + 1 òà, òàêèì ÷èíîì, k1 + 1 ≤ k2 − 1. Çíîâó çà Ëåìîþ 5.11
òà ¨¨ äîâåäåííÿì ìè ìîæåìî âèäàëèòè áåçìàñîâi òî÷êè ðîçáèòòÿ ìiæ xk1 òà xk2 i òi æ
àðãóìåíòè ïîêàçóþòü, ùî iñíó¹ öiëå ÷èñëî k0 ç k1 < k0 < k2 òàêå, ùî mk0 > 0. Äîäàþ÷è
ðiâíÿííÿ (5.43) ç k = k1 + 1, . . . , k2 − 1, îòðèìó¹ìî

−uk2wk2−1
lk2−1

+
uk2−1wk2
lk2−1

+
uk1+1wk1

lk1
− uk1wk1+1

lk1
= (z1 − z2)

k2−1∑
k=k1+1

mkukwk.

Ïðèïóñòèìî, ùî w íå ìà¹ âóçëiâ ìiæ xk1 òà xk2 . Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñêà¹ìî,
ùî uk > 0 òà wk > 0 ïðè k = k1 + 1, . . . k2 − 1, çìiíþþ÷è çíàêè ïåðåä u òà w, ÿêùî
íåîáõiäíî. Òîäi uk1 = 0 = uk2 ïðèâîäèòü äî

uk2−1wk2
lk2−1

+
uk1+1wk1

lk1
= (z1 − z2)

k2−1∑
k=k1+1

mkukwk ≤ (z1 − z2)mk0uk0wk0 . (5.44)

Çà ïîáóäîâîþ òà ïðèïóùåííÿì ëiâà ÷àñòèíà (5.44) íåâiä'¹ìíà. Îäíàê, ïðàâà ÷àñòèíà
âiä'¹ìíà, ÿêùî z1 < z2, îòæå ìè äiéøëè äî ïðîòèði÷÷ÿ. Íàðåøòi, íåõàé z1 = z2.
Ïðèïóñòèìî, ùî wk1 = 0. Îñêiëüêè u òà w îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi âåëè÷èíàìè uk1 , uk1+1

òà wk1 , wk1+1 âiäïîâiäíî ÷åðåç ëiíiéíi ðåêóðåíòíi ñïiââiíîøåííÿ (5.44), òîäi á ìè ìàëè
w = wk1+1u

−1
k1+1u, ùî á ñóïåðå÷èëî ëiíiéíié íåçàëåæíîñòi u òà w. Îòæå, wk1 > 0, ùî

çíà÷èòü, ùî ëiâà ÷àñòèíà (5.44) - äîäàòíà, â òîé ÷àñ ÿê ïðàâà äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîáòî, i
â öüîìó âèïàäêó ìè ïðèéøëè äî ïðîòèði÷÷ÿ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 5.13. Íåõàé u = (u0, . . . , un+1) òà w = (w0, . . . , wn+1) ëiíiéíî íåçàëåæíi
ðîçâ'ÿçêè ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü (3.1). Òîäi ìiæ êîæíèìè äâîìà ñóìiæíèìè
âóçëàìè u ¹ ðiâíî îäèí âóçîë w.

Äîâåäåííÿ. Çà Òåîðåìîþ 5.12 ìè çíà¹ìî, ùî ìiæ äâîìà ñóìiæíèìè âóçëàìè u,
ñêàæiìî, ó y1 òà y2, iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí âóçîë w. ßêáè áóëè á äâà ÷è áiëüøå òàêèõ
âóçëiâ, òî ìiíÿþ÷è ðîëÿìè u òà w îòðèìó¹ìî âóçîë y3 ãðàôiêà u ìiæ öèìè äâîìà
âóçëàìè w, îòæå y3 ìà¹ çíàõîäèòèñü ìiæ y1 òà y2, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî y1 òà y2 -
ñóìiæíi âóçëè u. Íàñëiäîê äîâåäåíèé.

Íàñëiäîê 5.14. Íåõàé n ∈ N. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ç ÷îòèðüîõ êðàéîâèõ çàäà÷,
ðîçãëÿíóòèõ ó ðîçäiëi 5.1, âëàñíèé âåêòîð, ùî âiäïîâiäà¹ k-òîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ
( k = 1, . . . , n), ìà¹ k − 1 âíóòðiøíiõ âóçëiâ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð u íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðåêóðåíòíèõ
ñïiââiäíîøåíü (3.1) ç àìïëiòóäíîþ ôóíêöi¹þ φ. Íàãàäà¹ìî, ùî ãðàôiê φ ñêëàäà¹òüñÿ ç
n+1 ïðÿìîëiíiéíèõ ñåãìåíòiâ, æîäåí ç ÿêèõ íå çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi ðiâíîâàãè, òîáòî íå
ëåæèòü íà îñi Ox. Îòæå, êîæåí ïðÿìîëiíiéíèé ñåãìåíò ìîæå äàòè ùîíàéáiëüøå îäèí
âóçîë, ùî îçíà÷à¹, ùî êiëüêiñòü âóçëiâ u íå ïåðåâèùó¹ n+ 1.
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Äàëi ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâi óìîâè u0 = 0, u1 = 1 òà ïðè z ∈ [0,∞) ïîçíà÷èìî
àìïëiòóäíó ôóíêöiþ âiäïîâiäíîãî âåêòîðà ðîçâÿçêó u = u(z) ÷åðåç φD(x, z). Íåõàé
κD(z) - êiëüêiñòü âíóòðiøíiõ âóçëiâ u(z). Ìè âæå çíà¹ìî, ùî çàãàëüíà êiëüêiñòü âóçëiâ
íå ïåðåâèùó¹ n + 1, òà îñêiëüêè 0 - âóçîë â öüîìó âèïàäêó, òî κD(z) ≤ n äëÿ âñiõ
z ∈ [0,∞). Çãàäó¹ìî, ùî çãiäíî ç Ëåìîþ 5.4 õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i Äiðiõëå
ïîçíà÷åíi ÷åðåç νk (k = 1, . . . , n) òà çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi 0 < νk < νk+1 (k =
1, . . . , n− 1). Îñêiëüêè 0 òà l - âóçëè u(νn), òî κD(νn) ≤ n− 1.

Íåõàé 0 ≤ z < y. Îñêiëüêè 0 ¹ âóçëîì u(z), ôóíêöiÿ u(z) ìà¹ ïðèíàéìíi κD(z) + 1
âóçëiâ i òîìó u(y) ìà¹ ïðèíàéìíi κD(z) âíóòðiøíiõ âóçëiâ çãiäíî ç Òåîðåìîþ 5.12. Öå
îçíà÷à¹, ùî κD - íåñïàäàþ÷à ôóíêöiÿ íà [0,∞). Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n
îáèäâà êiíöi iíòåðâàëó ¹ âóçëàìè u(νk), i òîìó u(νk) ìà¹ κD(νk) + 2 âóçëiâ, i ùå ðàç
çàñòîñîâóþ÷è Òåîðåìó 5.12 ìà¹ìî κD(νk) + 1 ≤ κD(z) ïðè âñiõ z > νk. Çîêðåìà,

0 ≤ κD(ν1) < κD(ν2) < · · · < κD(νn) ≤ n− 1.

Öå âiäðàçó äà¹ κD(νk) = k − 1 ïðè k = 1, . . . , n, òîáòî òâåðäæåííÿ íàñëiäêó äëÿ çàäà÷i
Äiðiõëå-Äiðiõëå äîâåäåíî.

Äàëi çàçíà÷èìî, ùî íàâåäåíi âèùå àðãóìåíòè ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü κD íà [0,∞), à
ñàìå, κD(z) = 0 ïðè z ∈ [0, ν1], κD(z) = k ïðè z ∈ (νk, νk+1] (k = 1, . . . , n), òà κD(z) = n
äëÿ z ∈ (νn,∞). Òîäi ç (5.35) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ íàñëiäêó äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü
çàäà÷i Äiðiõëå-Íîéìàíà µk (k = 1, . . . , n) òà, çàâäÿêè ñèìåòði¨, äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü
çàäà÷i Íîéìàíà-Äiðiõëå ξk (k = 1, . . . , n).

Äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i Íîéìàíà-Íîéìàíà ζk (k = 1, . . . , n), ïî-ïåðøå,
çàçíà÷èìî, ùî ζ1 = 0, òà ó öüîìó âèïàäêó àìïëiòóäíà ôóíêöiÿ ¹ íåíóëüîâîþ ñòàëîþ
i òîìó íå ìà¹ êîðåíiâ, òîáòî κN(ζ1) = 0, äå κN(z) (z ∈ [0,∞)) - êiëüêiñòü âíóòðiøíiõ
âóçëiâ ðîçâ'ÿçêó u = u(z) ðiâíÿííÿ (3.1) ç u0 = u1 = 1. Äàëi çà Ëåìîþ 5.6 ìè çíà¹ìî,
ùî ôóíêöiÿ un+1 = R2n(z, 1) ìà¹ òiëüêè ïðîñòi êîðåíi i un+1 çìiíþ¹ çíàê ó âëàñíèõ
çíà÷åííÿõ ξk (k = 1, . . . , n) çàäà÷i Íîéìàíà-Äiðiõëå. Îñêiëüêè u - ñòàëà ïðè z = 0,
ìà¹ìî R2n(0, 1) = 1 > 0. Îòæå, R2n(z, 1) > 0 ïðè z < ξ1 òà (−1)k−1R2n(z, 1) > 0 ïðè
ξk−1 < z < ξk (k = 2, . . . , n). Âèêîðèñòîâóþ÷è òåðìiíè ç ìîæëèâî áåçìàñîâèìè âóçëàìè,
íåõàé ũk - òàêèé âóçîë, òîäi (5.42) äà¹

ũk−1
x̃k − x̃k−1

+
ũk+1

x̃k+1 − x̃k
= 0,

ùî ïîêàçó¹, ùî ũk−1 òà ũk+1 ìàþòü ðiçíi çíàêè. Iíàêøå êàæó÷è, u çìiíþ¹ çíàê ó
êîæíîìó âóçëi. Òîìó êiëüêîñòü âíóòiøíiõ âóçëiâ ïàðíà (íåïàðíà), ÿêùî un+1 > 0
(un+1 < 0). Ç öèõ àðãóìåíòiâ òà ðiâíÿííÿ (5.38) îòðèìó¹ìî, ùî

(−1)κN (ζk) = (−1)k−1. (5.45)

Ç iíøîãî áîêó, Ëåìà 5.2 ïîêàçó¹, ùî

κD(z) ≤ κN(z) ≤ κD(z) + 1

ïðè âñiõ λ ∈ [0,∞). Îñêiëüêè κD íåñïàäàþ÷à, ç (5.37) ìà¹ìî

κD(µk−1) ≤ κD(ζk) ≤ κN(ζk) ≤ κD(ζk) + 1 ≤ κD(µk) + 1.

Ïiäñòàâëÿþ÷è κD(µj) = j − 1, ïðèõîäèìî äî

k − 2 ≤ κN(ζk) ≤ k.

Öå ðàçîì ç (5.45) ïðèçâîäèòü äî κN(ζk) = k − 1. Íàñëiäîê äîâåäåíî.
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6 Îáåðíåíi çàäà÷i çà äâîìà ñïåêòðàìè

Ðîçâÿçîê îáåðíåíèõ çàäà÷ âèïëèâà¹ ç ðîçâèíåííÿ ó ëàíöþãîâèé äðiá (äèâ. [8], ñòð. 287).
Òåîðåìà 6.1. Íåõàé çàäàíå l > 0 ðàçîì ç äâîìà ïîñëiäîâíîñòÿìè äiéñíèõ ÷èñåë

(νk)
n
k=1 òà (µk)

n
k=1, ÿêi ÷åðãóþòüñÿ, ÿê ó (5.35).

Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ïîñëiäîâíîñòåé äîäàòíèõ ÷èñåë (mk)
n
k=1 òà (lk)

n
k=0 ç

n∑
k=0

lk = l

òàêi, ùî õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.18), (5.19) ¹ νk (k = 1, . . . , n), à
õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.18), (5.23) ¹ µk (k = 1, . . . , n).

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ

f(z) = l

n∏
k=1

(
1− z

νk

)
n∏
k=1

(
1− z

µk

) (6.46)

- ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ çãiäíî ç Íàñëiäêîì 7.16. Çàâäÿêè Ëåìi 7.18 iñíóþòü äîäàòíi
÷èñëà l0, . . . , ln òà äîäàòíi ÷èñëà m1, . . . ,mn òàêi, ùî

f(z) = ln +
1

−mnz +
1

ln−1 +
1

−mn−1z + . . .+
1

l1 +
1

−m1z +
1

l0

. (6.47)

Çðîçóìiëî, ùî

l = f(0) =
n∑
k=0

lk .

Âèçíà÷àþ÷è ôóíêöi¨ Rk(z, 0) ÷åðåç (5.6), (5.7), (5.8), (5.9) ç c = 0 òà ç âèùåîòðèìàíèìè
çíà÷åííÿìè lk òà mk, ç (5.14) òà (6.47) îòðèìó¹ìî

f(z) =
R2n(z, 0)

R2n−1(z, 0)
. (6.48)

Àëå êîðåíi R2n(z, 0) - öå õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.18), (5.19), à êîðåíi
R2n−1(z, 0) - öå õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.18), (5.23). Öå ïîêàçó¹, ùî äâi
ïîáóäîâàíi çàäà÷i ìàþòü ïîòðiáíi õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ.

Îñêiëüêè ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ f îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè êîðåíÿìè,
ïîëþñàìè òà çíà÷åííÿì f(0), ÿêi ¹ äàíèìè îáåðíåíî¨ çàäà÷i, ÷àñòèíà Ëåìè 7.18, ùî
îïèñó¹ ¹äèíiñòü, òà òîé ôàêò, ùî R2n(z,0)

R2n−1(z,0)
- öå S-ôóíêöiÿ, ïîêàçó¹, ùî ïîñëiäîâíîñòi

(mk)
n
k=1 òà (lk)

n
k=0 ç

n∑
k=0

lk = l îäíçíà÷íî âèçíà÷åíi äàíèìè ç óìîâ òåîðåìè. Òåîðåìà

äîâåäåíà.
Òåîðåìà 6.2. Íåõàé l > 0 çàäàíå ðàçîì ç äâîìà ïîñëiäîâíîñòÿìè äiéñíèõ ÷èñåë

(ξk)
n
k=1 òà (νk)

n
k=1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (5.36).

Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ïîñëiäîâíîñòåé äîäàòíèõ ÷èñåë (mk)
n
k=1 òà (lk)

n
k=0 ç

n∑
k=0

lk = l

òàêèõ, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèìè çíà÷åííÿìè çàäà÷i (3.1), (5.18), (5.19) ¹ νk (k = 1, . . . , n)
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òà òàêèõ, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèìè çíà÷åííÿìè çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.19) ¹ ξk (k =
1, . . . , n).

Äîâåäåííÿ. Çà Òåîðåìîþ 6.1 iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ïîñëiäîâíîñòåé äîäàòíèõ ÷èñåë

(m̂k)
n
k=1 òà (l̂k)

n
k=0 ç

n∑
k=0

l̂k = l òàêèõ, ùî çàäà÷à

ûk − ûk−1
l̂k−1

− ûk+1 − ûk
l̂k

− m̂kλ
2ûk = 0 (k = 1, . . . , n), (6.49)

û0 = 0, ûn+1 = 0

ìà¹ õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ νk (k = 1, . . . , n), à çàäà÷à

ûk − ûk−1
l̂k−1

− ûk+1 − ûk
l̂k

− m̂kλ
2ûk = 0 (k = 1, . . . , n),

û0 = 0, ûn+1 = un

ìà¹ õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ ξk (k = 1, . . . , n).
Ïiäñòàâëÿþ÷è mk = m̂n+1−k (k = 1, . . . , n), lk = l̂n−k (k = 0, . . . , n), uk = ûn+1−k

(k = 0, . . . , n + 1) ó (6.49), îòðèìó¹ìî (3.1) i òîìó, ÷èñëà νk (k = 1, . . . , n) - öå
õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.18), (5.19), â òîé ÷àñ, ÿê ÷èñëà ξk (k = 1, . . . , n)
- öå õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.19).

�äèíiñòü âèïëèâà¹ ç ¹äèíîñòi, ùî îïèñàíà ó Òåîðåìi 6.1 òà ç òîãî ôàêòó, ùî
ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ (mk)

n
k=1, (lk)

n
k=0, (uk)

n+1
k=0 òà (m̂k)

n
k=1, (l̂k)

n
k=0, (ûk)

n+1
k=0 ¹ ái¹êöi¹þ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Òåîðåìà 6.3. Íåõàé m > 0 òà l0 > 0 çàäàíi ðàçîì ç ïîñëiäîâíîñòÿìè äiéñíèõ ÷èñåë

(ξk)
n
k=1 òà (ζk)

n
k=1, ÿêèì âëàñòèâå ÷åðãóâàííÿ (5.38).

Òîäi iñíó¹ ïàðà ïîñëiäîâíîñòåé äîäàòíèõ ÷èñåë (mk)
n
k=1 òà (lk)

n
k=1 ç

n∑
k=1

mk = m òàêi,

ùî ξk (k = 1, . . . , n) - õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.19), à ζk (k =
1, . . . , n) - õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.23).

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ

f(z) = − 1

m

n∏
k=1

(
1− z

ξk

)
z

n∏
k=2

(
1− z

ζk

) (6.50)

- ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ çãiäíî ç Íàñëiäîêîì 7.16. Çà Ëåìîþ 7.18 iñíóþòü äîäàòíi ÷èñëà
l1, . . . , ln òà äîäàòíi ÷èñëà m1, . . . ,mn òàêi, ùî

f(z) = ln +
1

−mnz +
1

ln−1 +
1

−mn−1z + . . .+
1

l1 +
1

−m1z

. (6.51)

Âèçíà÷àþ÷è ôóíêöi¨ Rk(z, 1) ÷åðåç (5.6), (5.7), (5.8), (5.9) ç c = 1 òà ç öèìè çíà÷åííÿìè
lk òà mk, ç (5.14) òà (6.51) îòðèìó¹ìî

f(z) =
R2n(z, 1)

R2n−1(z, 1)
. (6.52)
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Ç Ëåì 5.6 òà 5.7 âèïëèâà¹, ùî
n∑
k=1

mk = m. Àëå êîðåíi R2n(z, 1) - öå õàðàêòåðèñòè÷íi

çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.19), â òîé ÷àñ ÿê êîðåíi R2n−1(z, 1) - õàðàêòåðèñòè÷íi
çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.23). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîáóäîâàíi çàäà÷i ìàþòü çàäàíi
ñïåêòðè.

Îñêiëüêè ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ f îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíà ñâî¨ìè êîðåíÿìè,
ïîëþñàìè òà âåëè÷èíîþ limz→0 zf(z), ÿêi çàäàíi, òâåðäæåííÿ ïðî ¹äèíiñòü Ëåìè 7.18 i
òîé ôàêò, ùî R2n(z,1)

R2n−1(z,1)
- ¹ S-ôóíêöiÿ, ïîêàçóþòü, ùî ïîñëiäîâíîñòi (mk)

n
k=1 i (lk)

n
k=1 ç

n∑
k=1

mk = m îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi äàíèìè çàäà÷i. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ âàðiàíòîì Tåîðåìè 6.1 çàâäÿêè ñèìåòði¨.
Òåîðåìà 6.4. Íåõàé l0 > 0 òà ln > 0 çàäàíi ðàçîì ç äâîìà ïîñëiäîâíîñòÿìè äiéñíèõ

÷èñåë (ξk)
n
k=1 òà (ζk)

n
k=1, ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü ÷åðãóâàííÿ (5.38).

Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ïàðà äîäàòíèõ ÷èñåë (mk)
n
k=1 òà (lk)

n−1
k=1 òàêi, ùî õàðàêòåðèñòè÷íi

çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.19) - öå ξk (k = 1, . . . , n), à õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ
çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.23) - öå ζk (k = 1, . . . , n).

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ

f(z) = ln

n∏
k=1

(z − ξk)

z
n∏
k=2

(z − ζk)
(6.53)

- ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ çãiäíî ç Íàñëiäêîì 7.16 òà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
limz→−∞ f(z) = ln. Çãiäíî ç Ëåìîþ 7.18 iñíóþòü äîäàòíi ÷èñëà l1, . . . , ln−1 òà äîäàòíi
÷èñëà m1, . . . ,mn òàêi, ùî

f(z) = ln +
1

−mnz +
1

ln−1 +
1

−mn−1z + . . .+
1

l1 +
1

−m1z

. (6.54)

Äàëi ïðîäîâæó¹ìî ÿê ó äîâåäåííi Òåîðåìè 6.1. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Òåîðåìà 6.5. Íåõàé ÷èñëà m > 0 òà ln > 0 çàäàíi ðàçîì ç äâîìà ïîñëiäîâíîñòÿìè

äiéñíèõ ÷èñåë (µk)
n
k=1 òà (ζk)

n
k=1, ÿêi ÷åðãóþòüñÿ çãiäíî ç (5.37).

Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ïîñëiäîâíîñòåé äîäàòíèõ ÷èñåë (mk)
n
k=1 òà (lk)

n
k=1 ç

n∑
k=1

mk =

m òàêèõ, ùî õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.18), (5.23) ñïiâïàäàþòü ç µk
(k = 1, . . . , n), õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.23) ñïiâïàäàþòü ç ζk
(k = 1, . . . , n).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 6.1 iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ïîñëiäîâíîñòåé äîäàòíèõ ÷èñåë

(m̂k)
n
k=1 òà (l̂k)

n
k=1 ç

n∑
k=1

m̂k = m òàêèõ, ùî çàäà÷à

ûk − ûk−1
l̂k−1

− ûk+1 − ûk
l̂k

− m̂kλ
2ûk = 0 (k = 1, . . . , n), (6.55)

û0 = û1, ûn+1 = 0
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ìà¹ õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ µk (k = 1, . . . , n) i òàêèõ, ùî çàäà÷à

ûk − ûk−1
l̂k−1

− ûk+1 − ûk
l̂k

− m̂kλ
2ûk = 0 (k = 1, . . . , n),

û0 = û1, ûn+1 = ûn

ìà¹ õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ ζk (k = 1, . . . , n). Âiäìiòèìî, ùî çíà÷åííÿ l̂0 òóò íå
ïîòðiáíå îñêiëüêè û0 = û1. Ïîêëàâøè mk = m̂n+1−k (k = 1, . . . , n), lk = l̂n−k (k =
0, . . . , n − 1), uk = ûn+1−k (k = 0, . . . , n + 1), ó (6.49), îòðèìà¹ìî (3.1) i òîìó ÷èñëà µk
(k = 1, . . . , n) - õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.18), (5.23), â òîé ÷àñ ÿê ÷èñëà
ζk (k = 1, . . . , n) - õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.23).

�äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ ïðî ¹äèíiñòü â Òåîðåìi 6.5 òà òîãî ôàêòó,
ùî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ (mk)

n
k=1, (lk)

n−1
k=0 , (uk)

n+1
k=0 òà (m̂k)

n
k=1, (l̂k)

n
k=1, (ûk)

n+1
k=0 - ái¹êöiÿ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Àíàëîãi÷íî, çàñòîñîâóþ÷è Òåîðåìó 6.1 i ìiíÿþ÷è ìiñöÿìè çíà÷åííÿ l0 òà ln,

îòðèìó¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 6.6. Íåõàé çàäàíi l0 > 0 òà ln > 0 ðàçîì ç äâîìà ïîñëiäîâíîñòÿìè äiéñíèõ

÷èñåë (µk)
n
k=1 òà (ζk)

n
k=1, ÿêi ÷åðãóþòüñÿ ÿê ó (5.37).

Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ïîñëiäîâíîñòåé äîäàíèõ ÷èñåë (mk)
n
k=1 òà (lk)

n−1
k=1 òàêi,

ùî õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.18), (5.23) ¹ µk (k = 1, . . . , n), à
õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.1), (5.26), (5.23) ¹ ζk (k = 1, . . . , n).

7 Äîäàòîê

Îçíà÷åííÿ 7.1. Ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ - öå âiäíîøåííÿ äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ q òà p, äå
p 6= 0 (p íå ¹ òîòîæíüî íóëåì):

f(z) =
q(z)

p(z)
, (z ∈ C, p(z) 6= 0).

Çàóâàæåííÿ 7.2. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè ìíîãî÷ëåí q, ÿêèé íå ¹ ñòàëîþ,
ïðèéìà¹ áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî b ∈ C iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíå ÷èñëî
a ∈ C òàêå, ùî q(a) = b. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî êîæåí ìíîãî÷ëåí q ñòåïåíi m ∈ N ìîæå
áóòè ïîäàíèé ó âèãëÿäi

q(z) = C
m∏
j=1

(z − βj) (z ∈ C) (7.1)

äå βj ∈ C (j = 1, . . . ,m) òà C ∈ C\{0}. Öå çîáðàæåííÿ ïîøèðþ¹òüñÿ íà íåíóëüîâó ñòàëó,
ùî ìà¹ ñòåíiíü 0, ÿêùî ââàæàòè, ùî äîáóòîê ïóñòî¨ ìíîæèíè ìíîæíèêiâ äîðiâíþ¹ 1.
Êîðiíü ìíîãî÷ëåíà q - öå êîìïëåêñíå ÷èñëî z0 òàêå, ùî q(z0) = 0, òîáòî z0 = βj0 ïðè
äåÿêîìó j0 ∈ {1, . . . ,m}. ßêùî z = βj0 òà βj 6= βj0 ïðè âñiõ j 6= j0, òî êîðiíü z0
ìíîãî÷ëåíà q íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì.

Çàóâàæåííÿ 7.3 Íåõàé f - ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ùî íå òîòîæíà íóëþ, ùî ìà¹
âèãëÿä f = q

p
. ßêùî q òà p ìàëè á ñïiëüíi êîðåíi, òî ìè ìîãëè á ñêîðîòèòè âiäïîâiäíi

ìíîæíèêè q òà p â çîáðàæåííi (7.1) äëÿ q, òà àíàëîãi÷íîìó äëÿ p i, îòæå, ìè ìîæåìî
ââàæàòè, ùî q òà p íå ìàþòü ñïiëüíèõ êîðåíiâ. Òîäi z0 ∈ C íàçèâàþòü (ïðîñòèì)
êîðåíåì ôóíêöi¨ f , ÿêùî z0 (ïðîñòèé) êîðiíü q, â òîé ÷àñ ÿê z0 ∈ C íàçèâàþòü (ïðîñòèì)
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ïîëþñîì f , ÿêùî z0 (ïðîñòèé) êîðiíü p. Iñíóþòü ÷èñëà m,n ∈ N∪{0}, êîìïëåêñíi ÷èñëà
α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ç αj 6= βk äëÿ j = 1, . . . , n òà βk = 1, . . . ,m òà C 6= 0 òàêi, ùî

f(z) = C
m∏
j=1

(z − βj)
n∏
j=1

(z − αj)−1 (z ∈ C, p(z) 6= 0). (7.2)

Ìíîãî÷ëåíè q òà p âèçíà÷åíi îñòàííiì ðiâíÿííÿì ñ òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà.
Íåõàé z0 ∈ C êîðiíü f , òîäi êiëüêiñòü k iíäåêñiâ j, äëÿ ÿêèõ βj = z0, íàçèâà¹òüñÿ
êðàòíiñòþ z0 ÿê êîðåíÿ f . Àíàëîãi÷íî, ÿêùî z0 ïîëþñ f , òî êiëüêiñòü j, äëÿ ÿêèõ
αj = z0, íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì z0, ÿê ïîëþñà f . ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç f ôóíêöiþ
f(z) = f(z), òî ç (7.2) âèïëèâà¹, ùî

f(z) = C
m∏
j=1

(z − βj)
n∏
j=1

(z − αj)−1.

Îòæå, f òàêîæ ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ.
Îçíà÷åííÿ 7.4. Ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ ðàöiîíàëüíîþ

ôóíêöi¹þ, ÿêùî âîíà âiäîáðàæà¹ äiéñíi ÷èñëà ó äiéñíi, òîáòî f(z) ∈ R äëÿ âñiõ z ∈ R,
ùî íå ¹ ïîëþñàìè f .

Ëåìà 7.5. ßêùî f äiéñíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ùî íå ¹ òîòîæíiì íóëåì, òî ¨¨
êîðåíi òà ïîëþñè ðîçòàøîâàíi ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi, f = f , òà f ìîæå áóòè
çàïèñàíà ÿê f = q

p
, äå q òà p äiéñíi ìíîãî÷ëåíè, ùî íå ìàþòü ñïiëüíèõ ìíîæíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Iç çîáðàæåíü ôóíêöié f òà f ó Çàóâàæåííi 7.3 ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó,
ùî f(z) = f(z) = f(z) ïðè äiéñíèõ z, ÿêi íå ¹ ïîëþñàìè f àáî f . Öå çíà÷èòü, ùî
ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ f − f ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü (äiéñíèõ) êîðåíiâ i, îòæå, f = f .
Çîêðåìà, ÿêùî βj - íå äiéñíèé êîðiíü ôóíêöi¨ f , òî òàêîæ i βj - öå êîðiíü f , à ÿêùî αj
-öå íå äiéñíèé ïîëþñ f , òî òàêîæ i αj - öå ïîëþñ f . Òîäi ìíîæíèêè (z − βj)(z − βj) òà
(z−αj)(z−αj) äiéñíi ïðè äiéñíèõ z. ßêùî æ βj àáî αj - äiéñíå, òî ìíîæíèêè z− βj òà
z − αj - äiéñíi ïðè äiéñíèõ z. Êîëè âñi ìíîæíèêè âðàõîâàíi, ìè áà÷èìî, ùî òàêîæ i C
äiéñíå. Ïîçíà÷àþ÷è

q(z) = C
m∏
j=1

(z − βj), p(z) =
n∏
j=1

(z − αj),

îòðèìó¹ìî, ùî q òà p äiéñíi ìíãî÷ëåíè òàêi, ùî f = p
q
. Ëåìà äîâåäåíà.

Iíêîëè çðó÷íî ðîçãëÿäàòè ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ f íà C ÿê ôóíêöiþ, ùî äi¹ ç C ó
C = C ∪ {∞}, ïðèéìàþ÷è f(z) =∞ ó ïîëþñàõ z ôóíêöi¨ f .

Ëåìà 7.6. Íåõàé f ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ùî íå ¹ ñòàëîþ. Òîäi C \ f(C) ìiñòèòü
íå áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ∞ 6∈ f(C), òî f íå ìà¹ ïîëþñiâ i, îòæå, f ìíîãî÷ëåí, ùî íå ¹
ñòàëîþ, òà f(C) = C âèïëèâà¹ ç Çàóâàæåííÿ 7.2. Òåïåð íåõàé ∞ ∈ f(C), àëå b 6∈ f(C)
ïðè äåÿêîìó b ∈ C. Çàïèñóþ÷è f = q

p
ç ìíîãî÷ëåíàìè q òà p, ùî íå ìàþòü ñïiëüíèõ

êîðåíiâ, ìà¹ìî q(z) 6= bp(z) äëÿ âñiõ z ∈ C. Òàêèì ÷èíîì, ìíîãî÷ëåí q − bp íå ìà¹
êîðåíiâ i ìà¹ áóòè ñòàëîþ çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè, òîáòî, iñíó¹ c ∈ C \ {0} òàêå,
ùî q(z)− bp(z) = c äëÿ âñiõ z ∈ C. Òîäi äëÿ âñiõ w ∈ C ç w 6= b ìà¹ìî

q(z)− wp(z) = (b− w)p(z) + c.

Îñêiëüêè f íå ¹ ñòàëîþ, ïðèíàéìíi îäèí ç ìíîãî÷ëåíiâ q òà p ìà¹ áóòè íå ñòàëîþ i òîìó
â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó p íå ¹ ñòàëîþ. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ z0 ∈ C òàêå, ùî p(z0) = c

w−b , i
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òîìó q(z0)− wp(z0) = 0. Òîìó ç p(z0) 6= 0 òà

f(z0) =
q(z0)

p(z0)
=
q(z0)− wp(z0)

p(z0)
+ w = w

áà÷èìî, ùî w ∈ C \ {b} íàëåæèòü äî f(C). Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 7.7. Íåõàé f ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ùî íå ¹ ñòàëîþ, íåõàé a ∈ C êîðiíü àáî

ïîëþñ f òà ϕ1, ϕ2 ∈ R ç ϕ1 < ϕ2.
Ó ïîäàííi f(z) = (z − a)jh(z) ç h(a) 6= 0, ÿê ó Ëåìi 7.3 íåõàé ψ0 = arg h(a). Íåõàé

òàêîæ ψ1 ∈ R òàêå, ùî jψ1 ∈ (ϕ1 − ψ0, ϕ2 − ψ0). Òîäi iñíó¹ r0 > 0 òàêå, ùî äëÿ
r ∈ (0, r0) êîìïëåêñíå ÷èñëî w = a+reiψ1 íå ¹ àíi êîðåíåì, àíi ïîëþñîì f òà çàäîâîëüíÿ¹
f(w) = |f(w)|eiϕ0 ç ϕ0 ∈ (ϕ1, ϕ2).

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî j 6= 0 ó çîáðàæåííi ôóíêöi¨ f , äå j > 0, ÿêùî a - öå
êîðiíü f , òà j < 0, ÿêùî a - öå ïîëþñ f . Íåõàé η0 = min{jψ1−ϕ1 +ψ0, ϕ2−ψ0− jψ1,

π
6
}

òà ïîêëàäåìî ρ = |h(a)| sin η0. Çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi h ó òî÷öi a, iñíó¹ r0 > 0 òàêå, ùî
|h(z)−h(a)| < ρ òà h(z) = (|h(a)|+ δ(z))ei(ψ0+η(z)), ÿêùî 0 < |z−a| < r0, äå δ(z) ∈ (−ρ, ρ)
òà η(z) ∈ (−η0, η0). Äëÿ r ∈ (0, r0) òà w = a+ reiψ1 ìà¹ìî

f(w) = rjeijψ1(h(a) + δ(w))ei(ψ0+η(w)) = |f(w)|eiϕ0 ,

äå
ϕ0 = jψ1 + ψ0 + η(w) ∈ (jψ1 + ψ0 − η0, jψ1 + ψ0 + η0) ⊂ (ϕ1, ϕ2).

Ëåìà äîâåäåíà.
Îçíà÷åííÿ 7.8. Ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ f áóäåìî íàçèâàòè íåâàíëiííiâñüêîþ, ÿêùî

(i) f íå ìà¹ ïîëþñiâ ó âåðõíié ïiâïëîùèíi C+ òà ó íèæíié ïiâïëîùèíi C−,
(ii) f(z) = f(z) ïðè Im z 6= 0,
(iii) Im z · Im f(z) ≥ 0 ïðè Imz 6= 0.

Âiäìiòèìî, ùî âëàñòèâiñòü (ii) åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî f - ðàöiîíàëüíà äiéñíà ôóíêöiÿ.
Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ó [12] íåâàíëiííiâñüêi ôóíêöi¨ íàçâàíi R-ôóíêöiÿìè.

Ëåìà 7.9. Íåõàé p òà q - äiéñíi ìíîãî÷ëåíè, ùî íå ìàþòü ñïiëüíèõ íå äiéñíèõ
êîðåíiâ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

ω = p+ iq, f =
q

p
, g =

ω

ω
.

1. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:
(i) |g(z)| < 1 ïðè âñiõ z ∈ C+ òàêèõ, ùî ω(z) 6= 0;
(ii) ω íå ìà¹ êîðåíiâ ó âiäêðèòié íèæíié ïiâïëîùèíi òà |g(z)| < 1 ïðè z ∈ C+;
(iii) p 6= 0 òà Imf(z) > 0 ïðè âñiõ z ∈ C+ ç p(z) 6= 0;
(iv) âñi êîðåíi ôóíêöié p òà q äiéñíi, f(C+) ⊂ C+ òà f(C−) ⊂ C−.
2. Íåõàé p 6= 0. Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:
(i) |g(z)| ≤ 1 äëÿ âñiõ z ∈ C+ òàêèõ, ùî ω(z) 6= 0;
(ii) ω íå ìà¹ êîðåíiâ ó âiäêðèòié íèæíié ïiâïëîùèíi i |g(z)| ≤ 1 ïðè z ∈ C+;
(iii) Imf(z) ≥ 0 ïðè z ∈ C+ ç p(z) 6= 0;
(iv) Âñi êîðåíi ôóíêöi¨ p äiéñíi, q = 0 àáî âñi êîðåíi ôóíêöi¨ q äiéñíi, f(C+) ⊂ C+ òà
f(C−) ⊂ C−.

Äîâåäåííÿ. 1. (i)⇒(ii): Ç ðiâíÿííÿ(
ω
ω

)
=

(
1 i
1 −i

)(
p
q

)
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òà ïðèïóùåííÿ, ùî p òà q íå ìàþòü ñïiëüíèõ íå äiéñíèõ êîðåíiâ âèïëèâà¹, ùî òàêîæ
ω òà ω íå ìàþòü ñïiëüíèõ íå äiéñíèõ êîðåíiâ. Çîêðåìà, ω 6= 0. Îñêiëüêè g îáìåæåíà
ó âiäêðèòié âåðõíié ïiâïëîùèíi, ôóíêöiÿ g íå ìà¹ ïîëþñiâ â öié ïiâïëîùèíi i òîìó
ôóíêöiÿ ω íå ìà¹ êîðåíiâ ó âiäêðèòié âåðõíié ïiâïëîùèíi, ùî îçíà÷à¹ ùî ω íå ìà¹
êîðåíiâ ó âiäêðèòié íèæíié ïiâïëîùèíi.
(ii)⇒(iii): Ïîìi÷àþ÷è, ùî p òà q äiéñíi ìíîãî÷ëåíè, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ïðè
z ∈ C âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ω(z) + ω(z) = p(z) + iq(z) + p(z)− iq(z) = 2p(z).

Îñêiëüêè |g(z)| < 1 ïðè z ∈ C+ äà¹ ω(z) 6= −ω(z), òî p(z) 6= 0 ïðè z ∈ C+. Çîêðåìà,
p 6= 0. Òàê ñàìî ω − ω = 2iq òà îòæå

f =
q

p
= i

ω − ω
ω + ω

= i
1− g
1 + g

. (7.3)

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ¹ ïåðåòâîðåííÿ Ìüîáióñà g, ÿêå âiäîáðàæà¹ âíóòðiøíþ ÷àñòèíó
îäèíè÷íîãî êîëà ó âåðõíþ ïiâïëîùèíó, çðîçóìiëî, ùî ç |g(z)| < 1 âèïëèâà¹ Imf(z) > 0
ïðè z ∈ C+ with p(z) 6= 0.
(iii)⇒(iv): Îñêiëüêè f(z) 6= 0 äëÿ âñiõ z ∈ C+ ç p(z) 6= 0 âèïëèâà¹, ùî q íå ìà¹ êîðåíiâ
ó âiäêðèòié âåðõíié ïiâïëîùèíi. Ïðèïóñòèìî, ùî p ìà¹ êîðiíü a ó C+. Òîäi f ìà¹
ïîëþñ (ñòåïåíi k) ó a. Çà Ëåìîþ 7.7 ç ϕ1 = −π, ϕ2 = 0 òà ψ0 çíàõîäèìî 0 < r < Re a
òà ψ1 ∈ ((ψ0 − ϕ2)k

−1, (ψ0 − ϕ1)k
−1) òàêi, ùî f(w) = |f(w)|eiϕ0 6= 0 ç w = a + reiψ1

òà ϕ0 ∈ (−π, 0). Àëå òîäi w ∈ C+ òà f(ω) ∈ C−, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî
Imf(w) > 0. Òîìó p íå ìà¹ êîðåíiâ ó C+. Ç ïðèïóùåííÿ (iii) âèïëèâà¹, ùî f(C+) ⊂ C+.
Îñêiëüêè f äiéñíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ìà¹ìî f = f , ùî äà¹ f(C−) ⊂ C−. Çîêðåìà, f
ìà¹ òiëüêè äiéñíi êîðåíi òà ïîëþñè, ÿêùî òàêi ¹, i òîìó êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ p òà q äiéñíi.
(iv)⇒(i). Öå ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì (7.3) (äèâ. äîâåäåííÿ (ii)⇒(iii)).
2. Ðiçíèöÿ ïîðiâíÿíî ç ÷àñòèíîþ 1 ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî |g(z)| = 1 òà Imf(z) = 0 ìîæëèâi
ïðè äåÿêîìó z ∈ C+. Â öüîìó âèïàäêó f òà, åêâiâàëåíòíî, g - ñòàëi. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî,
ùî iñíó¹ a ∈ C+ òàêå, ùî f(a) ∈ R, àëå f íå ¹ ñòàëîþ. Òîäi

f̃(z) =
1

f(a)− f(z)

âèçíà÷à¹ ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ f̃ , ÿêà ìà¹ ïîëþñ ó òî÷öi a òà ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ Imf̃(z) ≥ 0
äëÿ âñiõ z ∈ C+ ÿêi íå ¹ ïîëþñàìè f̃ . ßê ó äîâåäåííi ÷àñòèíè 1, (iii)⇒(iv), öå ïðèçâîäèòü
äî ïðîòèði÷÷ÿ. Àëå ÿêùî f - ñòàëà, òî òàêîæ i p òà q - äiéñíi ñòàëi. Â öüîìó âèïàäêó,
òâåðäæåííÿ (i)�(iv) âèêîíóþòüñÿ. Ëåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 7.10. Íåõàé f - ðàöiîíàëüíà íåâàíëiííiâñüêà ôóíêöiÿ. Çãiäíî ç
Îçíà÷åííÿì 7.8, f = f íà C \ R i òîìó - âñþäè. Îñêiëüêè êîæíà ðàöiîíàëüíà
íåâàíëiííiâñüêà ôóíêöiÿ ¹ äiéñíîþ ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ i òîìó õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
âëàñòèâiñòþ (iv) â ÷àñòèíi 2 Ëåìè 7.9. Äiéñíî, ó äîâåäåííi Ëåìè 7.9 ìè áà÷èëè,
ùî ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ÷àñòèíè 2, áóäå çàäâîëüíÿòè óìîâè
÷àñòèíè 1 òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ ñòàëîþ. Ðiâíîñèëüíiñòü (iii) òà (iv) ó ÷àñòèíi
1 ïîêàçó¹, ùî ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ùî íå ¹ ñòàëîþ, ¹ íåâàíëiííiâñüêà, òîäi òà òiëüêè
òîäi, ÿêùî âîíà äiéñíà ðàöiîíàëüíà òà âiäîáðàæà¹ C+ íà ñåáå. Çðîçóìiëî, ùî ñòàëà ¹
ðàöiîíàëüíîþ íåâàíëiííiâñüêîþ òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè öÿ ñòàëà - äiéñíà.

Ëåìà 7.11. ßêùî f 6= 0 - ðàöiîíàëüíà íåâàíëiííiâñüêà ôóíêöiÿ, òî ôóíêöi¨ − 1
f
òà

( 1
f
+ c)−1 - òàêîæ ðàöiîíàëüíi íåâàíëiííiâñüêi ôóíêöi¨ çà áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ çíà÷åíü c,

îêðiì âèïàäêó f = −1
c
. Ëåìà äîâåäåíà.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî w ∈ C \ {0} òîòîæíiñòü 1
w
= w
|w|2 ïîêàçó¹, ùî

Im

(
− 1

f(z)

)
=

Imf(z)

|f(z)|2
òà Im

(
1

f(z)
+ c

)−1
=

Im(− 1
f(z)

)∣∣∣ 1
f(z)

+ c
∣∣∣2 .

Òîìó òâåðäæåííÿ ëåìè ñëiäó¹ áåçïîñåðåäíüî ç Çàóâàæåííÿ 7.10. Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 7.12. Íåõàé f äiéñíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ùî âiäîáðàæà¹ âiäêðèòó âåðõíþ

ïiâïëîùèíó íà ñåáå. Òîäi f ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí êîðiíü àáî ïîëþñ, C+ \ f(C+) ¹ àáî
ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, àáî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, òà âñi êîðåíi òà
ïîëþñè ôóíêöi¨ f ëåæàòü íà äiéñíié îñi, âñi âîíè ïðîñòi òà ÷åðãóþòüñÿ, òîáòî ìiæ äâîìà
ïîëþñàìè f ëåæèòü îäèí êîðiíü f òà ìiæ äâîìà êîðåíÿìè f ëåæèòü îäèí ïîëþñ f . Äëÿ
êîæíîãî z ∈ R, ùî íå ¹ ïîëþñîì f , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f ′(z) > 0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f âiäîáðàæà¹ âiäêðèòó âåðõíþ ïiâïëîùèíó íà ñåáå, f íå ìà¹
íi êîðåíiâ àíi ïîëþñiâ ó âiäêðèòié âåðõíié ïiâïëîùèíi i âiäêðèòié íèæíié ïiâïëîùèíi,
òàê ÿê f äiéñíà. Îòæå, âñi êîðåíi òà ïîëþñè f - äiéñíi.

ßêáè f íå ìàëà á êîðåíiâ àáî ïîëþñiâ, òî f áóëà á ñòàëîþ (äèâ. Çàóâàæåííÿ 7.3).
Îñêiëüêè f - äiéñíà íà äiéñíié îñi, f(z) áóëà á äiéñíîþ ïðè âñiõ z ∈ C, ùî ñóïåðå÷èòü
f(C+) ⊂ C+.

Ïðèïóñòèìî, ùî f ìà¹ ïîëþñ àáî êîðiíü a, ùî íå ¹ ïðîñòèì. Òîäi iñíó¹ öiëå ÷èñëî j,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ |j| > 1, òà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ h ç h(a) 6= 0 òàêà, ùî f(z) = (z−a)jh(z).
Îñêiëüêè f äiéñíà íà äiéñíié îñi, ôóíêöiÿ h òàêîæ äiéñíà íà äiéñíîé îñi i, îòæå, h(a) =
|h(a)|eiψ0 ç ψ0 = 0 àáî ψ0 = π. ßêùî j > 1, ïîêëàäåìî ψ1 =

1
j
(3π

2
− ψ0). Òîäi

0 <
π

2j
≤ ψ1 ≤

3

2j
π ≤ 3

4
π < π

òà

jψ1 =
3

2
π − ψ0 ∈ (π − ψ0, 2π − ψ0).

ßêùî j < −1, òî ïîêëàäåìî ψ1 =
1
|j|(

π
2
+ ψ0). Òîäi

0 < ψ1 ≤
3

2|j|
π ≤ 3

4
π < π

òà
jψ1 = −

π

2
− ψ0 ∈ (−π − ψ0,−ψ0).

Çàñòîñîâóþ÷è Ëåìó 7.7, îòðèìó¹ìî, ùî â îáîõ âèïàäêàõ iñíó¹ ÷èñëî r > 0 òàêå, ùî
w = a + reiψ1 ïðèâîäèòü äî çîáðàæåííÿ f(w) = |f(w)|eiϕ0 ç ϕ0 ∈ (π, 2π), ÿêùî j > 0,
òà ϕ0 ∈ (−π, 0), ÿêùî j < 0. Òàêèì ÷èíîì ìè ïðèéøëè äî ïðîòèði÷÷ÿ: w ∈ C+ òà
f(w) ∈ C−. Öå îçíà÷à¹, ùî êîðåíi òà ïîëþñè ôóíêöi¨ f ïðîñòi.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî êîðåíi òà ïîëþñè ôóíêöi¨ f íå ÷åðãóþòüñÿ. ßêùî iñíóþòü
äâà ñóìiæíi ïëþñè z1 < z2 ôóíêöi¨ f , ìiæ ÿêèìè íå iñíó¹ êîðiíü f , òî f àáî äîäàòíà, àáî
âiä'¹ìíà íà iíòåðâàëi (z1, z2). Îòæå, àáî f(z) ïðÿìó¹ äî∞, êîëè z ïðÿìó¹ äî z1 ñïðàâà òà
êîëè z ïðÿìó¹ äî z2 çëiâà, àáî f(z) ïðÿìó¹ äî −∞, êîëè z ïðÿìó¹ äî z1 ñïðàâà òà êîëè z
ïðÿìó¹ äî z2 çëiâà. Òîìó f ìà¹ äîñÿãàòè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìà ïðè ïåâíîìó a ∈ R ìiæ
öiìè äâîìà ïîëþñàìè. ßêùî ¹ äâà ñóìiæíèõ êîðåíÿ ôóíêöi¨ f , ìiæ ÿêèìè íåìà ïîëþñà
f , òîäi f íåïåðåðâíà ìiæ öiìè äâîìà êîðåíÿìè. Òîìó f ìà¹ ëîêàëüíèé åêñòðåìóì ïðè
ïåâíîìó a ∈ R ìiæ öiìè äâîìà êîðåíÿìè. Â îáîõ âèïàäêàõ ìà¹ìî òî÷êó a ∈ R, äå
f ′(a) = 0. Îñêiëüêè f äiéñíà íà äiéñíié îñi, f(a) ∈ R, i òîìó ôóíêöiÿ f1(z) = f(z)−f(a)
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äiéñíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ ç f1(a) = f ′1(a) = 0 òà ç f1(C+) ⊂ C+. Öå á îçíà÷àëî, ùî
êîðiíü a ôóíêöi¨ f1 - íå ïðîñòèé. Îäíàê, ìè âæå äîâåëè, ùî êîðåíi ôóíêöi¨ f1 - ïðîñòi.
Öå ïðîòèði÷÷ÿ ïîêàçó¹, ùî êîðåíi ôóíêöi¨ f ÷åðãóþòüñÿ ç ¨¨ ïîëþñàìè.

Ç Ëåìè 7.6 ìè çíà¹ìî, ùî C \ f(C) ìiñòèòü çäåáiëüøîãî îäèí åëåìåíò, ùî îçíà÷à¹,
ùî òàêîæ i ìíîæèíà C+ \ f(C) ìiñòèòü çäåáiëüøîãî îäèí åëåìåíò. Îäíàê, f(R) ⊂
R∪{∞} òà f(C−) ⊂ C− (äèâ. Ëåìó 7.9, ÷àñòèíà 1, (iii)⇒(iv)), ùî îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà
C+ \ f(C+) = C+ \ f(C) ìà¹ íå áiëüøå, íiæ îäèí åëåìåíò.

Íàðåøòi, êîëè a ∈ R íå ¹ ïîëþñîì ôóíêöi¨ f , òî òàêîæ i ôóíêöiÿ f − f(a) äiéñíà
ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ÿêà âiäîáðàæà¹ C+ íà ñåáå. Îòæå, ÿê ìè âæå äîâåëè, a ¹ ïðîñòèì
êîðåíåì ôóíêöi¨ f − f(a). Îòæå,

f(z) = f(a) + (z − a)h(z),

äå h - äiéñíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ òà h(a) 6= 0. Îñêiëüêè

Imf(a+ iε) > 0, äå ε > 0,

îòðèìó¹ìî

Reh(a+ iε) =
1

ε
Imf(a+ iε) > 0.

Çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi,

f ′(a) = h(a) = lim
ε↘0

Reh(a+ iε) ≥ 0,

òà f ′(a) > 0 âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi h(a) 6= 0. Ëåìà äîâåäåíà.
Òåîðåìà 7.13. Äiéñíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ f âiäîáðàæà¹ âiäêðèòó âåðõíþ

ïiâïëîùèíó íà ñåáå òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè f ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

f(z) = C
m∏
k=1

(z − βk)
n∏
k=1

1

z − αk
, (7.4)

äå m,n ∈ N ∪ {0}, m + n > 0, ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë (α1, . . . , αn) òà (β1, . . . , βm)
÷åðãóþòüñÿ, C > 0, ÿêùî f ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí êîðiíü òà íàéáiëüøèé êîðiíü ôóíêöi¨ f
áiëüøèé íiæ êîæåí ïîëþñ f , òà C < 0, ÿêùî f ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ïîëþñ òà íàéáiëüøèé
ïîëþñ ôóíêöi¨ f áiëüøèé, íiæ êîæåí êîðiíü f .

Äîâåäåííÿ. ßêùî f âiäîáðàæà¹ âiäêðèòó âåðõíþ ïiâïëîùèíó íà ñåáå, òî
çîáðàæåííÿ (7.4) ç C ∈ R \ {0} òà âëàñòèâiñòü ÷åðãóâàííÿ êîðåíiâ òà ïîëþñiâ âèïëèâà¹
ç ðiâíÿííÿ (7.2) òà Ëåìè 7.12. Íåõàé a íàéáiëüøå ç ÷èñåë α1, . . . , αn, β1, . . . βm. Çãiäíî
ç Ëåìîþ 7.12 ìà¹ìî, ùî f ′(x) > 0 ïðè x ∈ (a,∞), òîáòî, f çðîñòà¹ íà iíòåðâàëi (a,∞).
ßêùî a öå êîðiíü ôóíêöi¨ f , òî ç öüãî âèïëèâà¹, ùî f äîäàòíà íà iíòåðâàëi (a,∞).
Îñêiëüêè âñi ìíîæíèêè ó äîáóòêó äîäàòíi, ñòàëà C ìà¹ òàêîæ áóòè äîäàòíîþ. ßêùî,
îäíàê, a - öå ïîëþñ f , òî a - êîðiíü ôóíêöi¨ − 1

f
, äå − 1

f
âiäîáðàæà¹ âåðõíþ ïiâïëîùèíó

íà ñåáå çà Ëåìîþ 7.11. Ç òîãî, ùî ìè äîâåëè, âèïëèâà¹ − 1
C
> 0, ùî îçíà÷à¹, ùî C < 0.

Íåõàé òåïåð f ìà¹ ôîðìó (7.4). Âî÷åâèäü, f ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ. Íå âòðà÷àþ÷è
çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî α1 < α2 < · · · < αn òà β1 < β2 < · · · < βm.

Cïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, â ÿêîìó íàéáiëüøèé êîðiíü f , ÿêùî âîíè ¹, áiëüøèé,
íiæ íàéáiëüøèé ïîëþñ f , ÿêùî âîíè ¹. Ó ðàçi, êîëè êiëüêiñòü ïîëþñiâ ñïiâïàäà¹ ç
êiëüêiñòþ êîðåíiâ, òîáòî m = n, ÷åðãóâàííÿ îïèñó¹òüñÿ íåðiâíîñòÿìè

α1 < β1 < α2 < β2 < · · · < αn < βn.
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Ðèñ. 4.
Ïîçíà÷àþ÷è ÷åðåç α = arg(z−αk) òà β = arg(z−βk), ç Ðèñ. 4 áà÷èìî, ùî ïðè Imz > 0

ðiçíèöÿ α − β ¹ êóò, ïiä ÿêèì âèäíî ñåãìåíò [αk, βk] äiéñíî¨ îñi ç òî÷êè z. Îñêiëüêè â
öüîìó âèïàäêó C > 0, òî ç

arg f(z) =
n∑
k=1

[arg(z − βk)− arg(z − αk)],

âèïëèâà¹, ùî 0 < arg f(z) < π ïðè Imz > 0, òîáòî, f(C+) ⊂ C+.
ßêùî òåïåð êiëüêiñòü ïîëþñiâ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êiëüêîñòi êîðåíiâ, ÿê ó âèïàäêó,

êîëè βm áiëüøå íiæ êîæíèé ç ïîëþñiâ q, òî ÷åðãóâàííÿ äà¹ m = n+ 1. Ïîìi÷àþ÷è, ùî
0 < arg(z− x1) < arg(z− x2) < π ïðè âñiõ z ∈ C+ òà âñiõ äiéñíèõ ÷èñëàõ x1, x2 ç x1 < x2
îòðèìó¹ìî, ùî ïðè z ∈ C+ âèêîíó¹òüñÿ

0 < arg(z − β1) ≤ arg(z − β1) +
n∑
k=1

[arg(z − βk+1)− arg(z − αk)]

= arg f(z) =
n∑
k=1

[arg(z − βk)− arg(z − αk)] + arg βm

≤ arg βm < π.

Òàêèì ÷èíîì, i â öüîìó âèïàäêó òàêîæ f(C+) ⊂ C+.
Çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, â ÿêîìó íàéáiëüøèé ïîëþñ ôóíêöi¨ f áiëüøèé íiæ

íàéáiëüøèé êîðiíü f . Òîäi − 1
f
ìà¹ êîðåíi αk òà ïîëþñè βk, ùî ÷åðãóþòüñÿ ÿê îïèñàíî

âèùå, à ñòàëèé ìíîæíèê − 1
C
> 0. Òîìó ôóíêöiÿ − 1

f
âiäîáðàæà¹ âåðõíþ ïiâïëîùèíó

íà ñåáå, ùî âæå áóëî ïîêàçàíî âèùå. Ç óðàõóâàííÿì Çàóâàæåííÿ 7.10 òà Ëåìè 7.11
ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî f âiäîáðàæà¹ âåðõíþ ïiâïëîùèíó íà ñåáå. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 7.14. Ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ñòiëüòü¹ñiâñüêîþ àáî S-
ôóíêöi¹þ, ÿêùî âîíà ðàöiîíàëüíà íåâàíëiííiâñüêà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi
óìîâè:
(i) f íå ìà¹ ïîëþñiâ íà (−∞, 0),
(ii) f(z) > 0 ïðè z ∈ (−∞, 0).
Ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ðàöiîíàëüíîþ S0-ôóíêöi¹þ, ÿêùî
(iii) 0 íå ¹ ïîëþñ ôóíêöi¨ f .
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Ëåìà 7.15. Ðàöiîíàëüíà íåâàíëiííiâñüêà ôóíêöiÿ, ÿêà íå ¹ ñòàëîþ, ¹ ðàöiîíàëüíîþ
S-ôóíêöi¹þ òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ïîëþñ i íàéìåíøèé ïîëþñ íå
¹ âiä'¹ìíèì i ¹ ìåíøèì çà âñi êîðåíi, ÿêùî âîíè ¹.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f - ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ, ùî íå ¹ ñòàëà. Òîäi f ìà¹ ïðèíàéìíi
îäèí êîðiíü àáî ïîëþñ i íåõàé a - íàéìåíøèé ñåðåä êîðåíiâ òà íóëiâ. Çà ïðèïóùåííÿì
i Ëåìîþ 7.12, f(z) > 0 ïðè z ∈ (−∞, 0) òà f ′(z) > 0 ïðè z ∈ (−∞, a), ç ÷îãî âèïëèâà¹,
ùî a ≥ 0 òà a - ïîëþñ.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî f - ðàöiîíàëüíà íåâàíëiííiâñüêà ôóíêöiÿ ç ïðèíàéìíi îäíèì
ïîëþñîì àáî êîðåíåì i òàêà, ùî íàéìåíøèé ïîëþñ íå âiä'¹ìíèé i ìåíøèé çà âñi êîðåíi,
òî ç f ′(z) > 0 òà f(z) 6= 0 ïðè âñiõ z ∈ (−∞, 0) âèïëèâà¹ f(z) > 0 ïðè âñiõ z ∈ (−∞, 0).
Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 7.16. Ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ f , ùî íå ¹ ñòàëîþ, ¹ ðàöiîíàëüíîþ S-
ôóíêöi¹þ òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè f ìà¹ ôîðìó

f(z) = C0

m∏
k=1

(βk − z)
n∏
k=1

1

αk − z
, (7.5)

äå n ∈ N, m ∈ N∪{0}, à çðîñòàþ÷i ïîñëiäîâíîñòi (α1, . . . , αn) òà (β1, . . . , βm) ÷åðãóþòüñÿ
α1 ≥ 0, α1 < β1, ÿêùî m > 0 òà C0 > 0.

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç Ëåìè 7.15 òà Òåîðåìè 7.13 ç
C0 = (−1)m+nC, ÿêùî ïðèéìåìî äî óâàãè, ùî m = n àáî m = n − 1 òà, ùî m = n òîäi
òà òiëüêè òîäi, êîëè C > 0. Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ëåìà 7.17. Íåõàé r ∈ N òà f ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ ç r ïîëþñàìè. Òîäi
1. Iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ÷èñåë a òà b òà ¹äèíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ g, ÿêà àáî òîòîæíî
äîðiâíþ¹ íóëþ, àáî ìà¹ íå áiëüøå íiæ r − 1 íóëiâ, òà òàêà, ùî

f(z) = a+
1

−bz + g(z)
; (7.6)

2. a = limz→−∞ f(z) ≥ 0, b > 0, òà êiëüêiñòü êîðåíiâ ôóíêöi¨ f äîðiâíþ¹ r, ÿêùî a > 0,
òà r − 1, ÿêùî a = 0;

3. Ïîëþñè αk òà êîðåíi βk ôóíêöi¨ f ïðîñòi òà ÷åðãóþòüñÿ,

0 ≤ α1 < β1 < α2 < · · · < βr−1 < αr < βr if a > 0, (7.7)

0 ≤ α1 < β1 < α2 < · · · < βr−1 < αr if a = 0; (7.8)

4. Ôóíêöiÿ f ñòðîãî çðîñòàþ÷à ìiæ ïîëþñàìè, òîáòî, â iíòåðâàëàõ (−∞, α1), (αk, αk+1),
k = 1, . . . , r − 1 òà (αr,∞).
5. ßêùî r = 1, òî g öå íåâiä'¹ìíà ñòàëà, à g = 0 òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè 0 ¹ ïîëþñ f ;
6. ßêùî r > 1, òî g 6= 0 òà h = 1

g
¹ ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ ç r − 1 ïîëþñàìè òà r − 1

êîðåíÿìè βh,k, k = 1, . . . , r − 1, êîòði ïðîñòi òà ÷åðãóþòüñÿ, 0 ¹ ïîëþñ ôóíêöi¨ h òîäi òà
òiëüêè òîäi, êîëè 0 ïîëþñ ôóíêöi¨ f , òà

βk < βh,k < βk+1 for k = 1, . . . , r − 1 if a > 0,

βk = βh,k for k = 1, . . . , r − 1 if a = 0.

Äîâåäåííÿ. Ç Ëåìè 7.12 òà Çàóâàæåííÿ 7.10 ìè çíà¹ìî, ùî êîðåíi òà ïîëþñè
ôóíêöi¨ f ïðîñòi òà ÷åðãóþòüñÿ, ùî ðàçîì ç Ëåìîþ 7.15 ïðèçâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî f
ìà¹ r àáî r − 1 êîðåíiâ. Îòæå, f äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

f(z) =
q(z)

p(z)
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ç

p(z) = zr +
r−1∑
j=0

cjz
j,

q(z) =
r∑
j=0

djz
j,

äå p òà q íå ìàþòü ñïiëüíèõ êîðåíiâ, ¨õ êîåôiöi¹íòè äiéñíi òà dr 6= 0 àáî dr−1 6= 0. Íèæ÷å
ìè ïîêàæåìî, ùî a = dr, ùî çàâåðøèòü äîâåäåííÿ ÷àñòèíè 3, çíîâó ç óðàõóâàííÿì Ëåìè
7.15.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íå ¹ ñòàëîþ, ðiâíÿííÿ (7.6) ðiâíîñèëüíå íàñòóïíîìó

g(z) = bz +
1

f(z)− a

=
bz(q(z)− ap(z)) + p(z)

q(z)− ap(z)

=
pg(z)

qg(z)

ç
qg(z) = q(z)− ap(z), pg(z) = bzqg(z) + p(z).

Áiëüø ÿâíî, òå, ùî ôóíêöiÿ f íå ¹ ñòàëîþ ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî qg íå ¹ òîòîæíiì
íóëåì. Ìè áà÷èìî, ùî qg òà pg íå ìàþòü ñïiëüíèõ êîðåíiâ òîìó, ùî qg(z) = pg(z) = 0
ïðèçâåëî á äî ïðîòèði÷÷ÿ p(z) = 0 òà q(z) = ap(z) = 0.

Äëÿ âèêîíàííÿ òâåðäæåííÿ 1 íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî çíàéòè ÷èñëà a òà b òàêi, ùî
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà pg íå ïåðåâèùó¹ r − 1. Öå îçíà÷à¹, ùî êîåôiöi¹íòè ïåðåä zr+1 òà
zr ó ðîçêëàäi Òåéëîðà ìíîãî÷ëåíà pg â îêîëi 0 ìàþòü äîðiâíþâàòè íóëþ, ùî îçíà÷à¹
íàñòóïíi ðiâíÿííÿ

b(dr − a) = 0 òà b(dr−1 − acr−1) + 1 = 0. (7.9)

Äðóãå ç ðiâíÿíü (7.9) äà¹ b 6= 0, i òîìó ïåðøå ç öèõ ðiâíÿíü ìà¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê a = dr.
Î÷åâèäíî, ùî a = dr = limz→−∞ f(z) ≥ 0.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè b ç äðóãîãî ç ðiâíÿíü (7.9), ðîçãëÿíåìî âèïàäîê dr = 0. Òîäi
dr−1 6= 0 òà f(z) > 0 ïðè z ∈ (−∞, 0) äà¹ dr−1 < 0. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ¹äèíå b = −d−1r−1,
ÿêå äîäàòíå.

Íåõàé òåïåð dr 6= 0. Òîäi

cr−1 = −
r∑
j=0

αj,
dr−1
dr

= −
r∑
j=0

βj,

òà (7.7) ïðèâîäèòü äî
dr−1
dr

< cr−1.

Òàêèì ÷èíîì, äðóãå ç ðiâíÿíü (7.9) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê b, òà dr = a > 0 ïîêàçó¹, ùî

b =
1

a

(
cr−1 −

dr−1
dr

) > 0.
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Òâåðäæåííÿ 1 òà 4 äîâåäåíi.
Çàçíà÷èìî, ùî ç âèùåíàâåäåííîãî äîâåäåííÿ áà÷èìî, ùî ñòåïåíi îáîõ ìíîãî÷ëåíiâ

qg òà pg íå ïåðåâèùóþòü r − 1 òà ùî qg íå ¹ òîòîæíèì íóëåì, îñêiëüêè f íå ¹ ñòàëà.
Áiëüø òîãî, pg(0) = 0 òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè p(0) = 0. ßêùî 0 íå ¹ ïîëþñ ôóíêöi¨ f ,
òî çðîñòàííÿ f íà iíòåðâàëi (−∞, 0] ïðèçâîäèòü äî f(0) > limx↘−∞ f(x) = a i òîìó

g(0) =
1

f(0)− a
> 0. (7.10)

Ó âèïàäêó r = 1 îáèäâi ôóíêöi¨ qg òà pg ¹ ñòàëèìè. Âèùå ìè áà÷èëè, ùî öi ñòàëi
¹ íóëåì, ÿêùî 0 ¹ ïîëþñîì f , òà äîäàòíà âåëè÷èíà â iíøîìó âèïàäêó, äèâ. (7.10).
Òâåðäæåííÿ 5 äîâåäåíî.

Òåïåð çàéìåìîñÿ òâåðäæåííÿì 6 òà äàëi ïðèïóñòèìî, ùî r > 1. Ç qg(αk) = q(αk) òà
âëàñòèâîñòi ÷åðãóâàííÿ êîðåíiâ òà ïîëþñiâ ôóíêöi¨ f âèïëèâà¹, ùî qg ìà¹ ïðîòèëåæíi
çíàêè ó ïîñëiäîâíèõ òî÷êàõ αk. Òîìó qg ìà¹ íåïàðíó êiëüêiñòü êîðåíiâ, âðàõîâóþ÷è
êðàòíiñòü, ó êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ (αk, αk+1), k = 1, . . . , r− 1. Òîìó qg ìà¹ ñòåïåíü r− 1
òà âñi ¨¨ êîðåíi äiéñíi òà ïðîñòi, i òîìó ¨õ ìîæíà çàíóìåðóâàòè ÿê βh,k, k = 1, . . . , r− 1 i
âîíè çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

αk < βh,k < αk+1, k = 1, . . . , r − 1. (7.11)

ßêùî a = 0, òî qg = q, i, îòæå, βh,k = βk ïðè j = 1, . . . , r − 1. ßêùî a > 0, òî
qg(βk) = −ap(βk), òàê ùî qg ìà¹ ïðîòèëåæíi çíàêè ó ïîñëiäîâíèõ òî÷êàõ βk, ùî îçíà÷à¹,
ùî qg ìà¹ íåïàðíó êiëüêiñòü êîðåíiâ, ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòåé, ó êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ
(βk, βk+1), k = 1, . . . , r − 1. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî βk < βh,k < βk+1 ïðè k = 1, . . . , r − 1.

Ç pg(αk) = bαkqg(αk) âèïëèâà¹, ùî çíàêè pg(αk) ÷åðãóþòüñÿ çi çðîñòàííÿì k
(âèêëþ÷àþ÷è αk = 0). Â êîæíîìó âèïàäêó, âèïëèâà¹, ùî pg ìà¹ r− 1 ïðîñòèõ êîðåíiâ.
Ïðè k = 1, . . . , r − 1 ìà¹ìî pg(βh,k) = p(βh,k). Îñêiëüêè êîðåíi ìíîãî÷ëåíà p ïðîñòi,
p ìà¹ ïðîòèëåæíi çíàêè íà ñóìiæíèõ iíòåðâàëàõ (αk−1, αk), (αk, αk+1). Ç óðàõóâàííÿì
(7.11), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî pg(βh,k) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ïðîòèëåæíîãî çíàêó ïðè
ïîñëiäîâíèõ çíà÷åííÿõ k. Îòæå, ìiæ êîæíèìè äâîìà ñóñiäíiìè êîðåíÿìè qg çíàõîäèòüñÿ
íåïàðíà êiëüêiñòü êîðåíiâ pg. Îñêiëüêè qg òà pg ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü êîðåíiâ ç
óðàõóâàííÿì êðàòíîñòåé, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî êîðåíi qg ÷åðãóþòüñÿ ç êîðåíÿìè
pg.

ßêùî α1 = 0, òî ç pg(0) = p(0) = 0 òà 0 = α1 < βh,1 âèïëèâà¹, ùî íàéìåíøèé
êîðiíü ìíîãî÷ëåíà pg ìåíøèé, íiæ íàéìåíøèé êîðiíü qg. ßêùî α1 > 0, òî ç íåðiâíîñòåé
0 < α1 < βh,1 < α2 âèïëèâà¹, ùî pg(0) = p(0) òà pg(βh,1) = p(βh,1) ìàþòü ïðîòèëåæíi
çíàêè, ùî îçíà÷à¹, ùî pg ìà¹ äîäàòíèé êîðiíü, ùî ìåíøèé, íiæ íàéìåíøèé êîðiíü βh,1
ìíîãî÷ëåíó qg. Îòæå, â áóäü-ÿêîìó ðàçi íàéìåíøèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà pg íåâiä'¹ìíèé
i ìåíøèé íiæ íàéìåíøèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà qg.

Çàãàëîì, ìè âæå ïîêàçàëè, ùî h = 1
g
ìà¹ âèãëÿä (7.5) ç óñiìà âëàñòèâîñòÿìè,

íàâåäåíèìè ó Íàñëiäó 7.15, êðiì, ìîæëèâî, C0 > 0. Öå çíà÷èòü, ùî h àáî −h
ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ. Òîìó ðîçãëÿíåìî

g′(z) = b− f ′(z)

(f(z)− a)2
.

Ïîëþñ βh,1 ôóíêöi¨ g ¹ êîðiíü ôóíêöi¨ z 7→ f(z)− a i òîìó limx→βh,1(f(x)− a)2 = 0, òîäi
ÿê f ′(βh,1) > 0, çâàæàþ÷è íà Ëåìó 7.12. Îòæå, limx→βh,1 g

′(x) = −∞, ç ÷îãî âèïëèâà¹,
ùî h′(x) - äîäàòíà ïðè äiéñíèõ x â îêîëi βh,1. Çâàæàþ÷è íà Ëåìó 7.12, ïðèõîäèìî äî
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âèñíîâêó, ùî −h íå ìîæå áóòè ðàöiîíàëüíîþ íåâàíëiííiâñüêîþ ôóíêöi¹þ i òîìó, h ìà¹
áóòè ðàöiîíàëüíîþ S-ôóíêöi¹þ. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 7.18. Íåõàé n ∈ N òà f ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ ç n ïîëþñàìè. Òîäi
1. Ôóíêöiþ f ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó

f(z) = an +
1

−bnz +
1

an−1 +
1

−bn−1z + . . .+
1

a1 +
1

−b1z + c0

, (7.12)

äå an = limz→−∞ f(z) ≥ 0, ak > 0 ïðè k = 1, . . . , n − 1, bk > 0 ïðè k = 1, . . . , n, c0 ≥ 0,
ïðè öüîìó c0 = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 0 ïîëþñ f ;

2. Êiëüêiñòü êîðåíiâ ôóíêöi¨ f äîðiâíþ¹ n, ÿêùî an > 0, òà n− 1, ÿêùî an = 0;

3. Âñi ïîëþñè αk òà êîðåíi βk ôóíêöi¨ f ïðîñòi òà ÷åðãóþòüñÿ,

0 ≤ α1 < β1 < α2 < · · · < βn−1 < αn < βn ÿêùî an > 0, (7.13)

0 ≤ α1 < β1 < α2 < · · · < βn−1 < αn ÿêùî an = 0; (7.14)

4. Ôóíêöiÿ f ñòðîãî çðîñòàþ÷à ìiæ ñâî¨ìè ïîëþñàìè, òîáòî, â iíòåðâàëàõ (−∞, α1),
(αk, αk+1), k = 1, . . . , n− 1, òà (αn,∞).
5. ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç fj(z) n−j-èé õâiñò ëàíöþãîâîãî äðîáó (7.12) ïðè j = 1, . . . , n½
òîáòî

fj(z) = aj +
1

−bjz +
1

aj−1 +
1

−bj−1z + . . .+
1

a1 +
1

−b1z + c0

, (7.15)

òî âñi êîðåíi fj äiéñíi òà ïðîñòi. Çàíóìåðó¹ìî ¨õ òàê β(j)
1 < · · · < β

(j)
mj ç mj = j, ÿêùî

j < n àáî j = n i an > 0, òà mn = n− 1, ÿêùî an = 0, i òîäi:

β
(j)
k < β

(j−1)
k < β

(j)
k+1 ïðè j = 2, . . . ,mn, k = 1, . . . , j − 1,

β
(n)
k = β

(n−1)
k ïðè k = 1, . . . , n− 1 ÿêùî an = 0;

òóò ìè áà÷èìî βk = β
(n)
k .

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ 2, 3 òà 4 âèïëèâàþòü ç Ëåìè 7.16 ç an = a.
Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 1 òà 5 çà iíäóêöi¹þ çà n. Ïðè n = 1 Ëåìà 7.16 ç r = 1, a1 = a,

b1 = b òà c0 = g ïîêàçó¹, ùî, äiéñíî, âëàñòèâîñòi 1 òà 5 âèêîíóþòüñÿ ç f1 = f .
Íåõàé òåïåð n > 1. Ç Ëåìè 7.16 ïðè r = n ìè áà÷èìî, ùî iñíóþòü an = a ≥ 0,

bn = b > 0 òà ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ h ç n− 1 êîðåíÿìè òà n− 1 ïîëþñàìè òàêi, ùî

f(z) = an +
1

−bnz +
1

h(z)

.
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Çà iíäóêöiéíèì ïðèïóùåííÿì h ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (7.12) ç n çàìiñòü n − 1 òà
an−1 > 0. Òîìó h = fn−1, ÿê ó (7.15). Öèì äîâåäåíå òâåðäæåííÿ 1 äëÿ n. Ðåøòà
òâåðäæåíü ÷àñòèíè 5 âèïëèâà¹ ç iíäóêöiéíîãî ïðèïóùåííÿ äëÿ j < n òà Ëåìè 7.17 äëÿ
j = n.

Ìè ùå ìà¹ìî äîâåñòè ¹äèíiñòü çîáðàæåííÿ (7.12). Äëÿ öüîãî ïîìi÷à¹ìî, ùî äëÿ
êîæíîãî òàêîãî çîáðàæåííÿ ç (êîìïëåêñíèìè) ÷èñëàìè aj, bj òà c0 òà âiäïîâiäíèìè
çîáðàæåííÿìè (7.15) ìà¹ìî

fj(z) = aj +
1

−bjz +
1

fj−1(z)

(7.16)

äëÿ j = 2, . . . , n. Ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨ fj ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi qj
pj
ç ìíîãî÷ëåíàìè pj

òà qj, ùî íå ìàþòü ñïiëüíèõ êîðåíiâ. Òîäi ðåêóðñèâíî äëÿ j = 2, . . . , n,

fj(z) = aj +
1

−bjz +
pj−1(z)

qj−1(z)

=
qj−1(z)− ajbjzqj−1(z) + ajpj−1(z)

−bjzqj−1(z) + pj−1(z)
.

Ïîìi÷àþ÷è, ùî f1 ìà¹ îäèí ïîëþñ òà ùîíàéáiëüøå îäèí êîðiíü, çà iíäóêöi¹þ îòðèìó¹ìî,
ùî fj ìà¹ ùîíàéáiëüøå j ïîëþñiâ òà êîðåíiâ. Çîêðåìà, ïðè n > 1, fn = f ìà¹ n êîðåíiâ
òà fn−1 ìà¹ ÿê íàéáiëüøå n − 1 êîðåíiâ. Çâàæàþ÷è íà Ëåìó 7.16, ÷èñëà an òà bn òàê
ñàìî, ÿê i ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ fn−1, ¹äèíi, a fn−1 ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ. Çà iíäóêöi¹þ
âèïëèâà¹, ùî ÷èñëà an−1, . . . , a2, bn−1, . . . , b2 òàê æå ÿê i ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ f1 ¹äèíi.
Çíîâó, âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 7.16, îòðèìó¹ìî, ùî a1, b1 òà c0 - ¹äèíi. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 7.19. Íåõàé n ∈ N òà f çàäàíà ðiâíÿííÿì (7.12) ç an ≥ 0, ak > 0 ïðè
k = 1, . . . , n− 1, bk > 0 ïðè k = 1, . . . , n òà c0 ≥ 0. Òîäi f - ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ j = 1, . . . , n çàäàìî fj ðiâíÿííÿì (7.15). Ìè õî÷åìî äîâåñòè çà
iíäóêöi¹þ, ùî fj - ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ. Ìè çíà¹ìî, ùî çãiäíî ç Íàñëiäêîì 7.16

f1(z) = a1 +
1

−b1z + c0

ìà¹ ïîëþñ ó z0 = c0
b1
≥ 0. Òîäi

f1(z) =


1
b1

1
z0−z if a1 = 0,

a1
z0+

1
a1b1
−z

z0−z if a1 > 0,

îçíà÷à¹, ùî f1 - ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ.
Íåõàé òåïåð n > 1, 2 ≤ j ≤ n òà ïðèïóñòèìî, ùî fj−1 ðàöiîíàëüíà S-ôóíêöiÿ. Òîäi

fj ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi (7.16). Çà Ëåìîþ 7.11, çàñòîñîâàíîþ äî fj−1 òà ç òîãî,
ùî ñóìà íåâàíëiííiâñüêèõ ôóíêöié ¹ íåâàíëiííiâñüêà ôóíêöiÿ, ìà¹ìî, ùî

− 1

fj−1
, z 7→ bjz −

1

fj−1(z)
, z 7→ 1

−bjz +
1

fj−1(z)

, fj

¹ ðàöiîíàëüíèìè íåâàíëiííiâñüêèìè ôóíêöiÿìè. Êðiì òîãî, ç fj−1(z) > 0 ïðè z < 0
âèïëèâà¹, ùî fj(z) > 0 ïðè z < 0. Ëåìà äîâåäåíà.
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